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Distribuicoes Amostrais e
Estimacao de Parametros

Este capitulo apresenta a base para aprendermos a estatistica indutiva, a
qual fornece procedimentos formais para tirar conclusdes sobre uma populacao,
a partir dos dados de uma amostra. Para isso, veremos como se relacionam es-
tatisticas (caracteristicas dos elementos de uma amostra) com pardmetros (ca-
racteristicas dos elementos de uma populacgao).

7.1 PARAMETROS E ESTATISTICAS

Relembremos alguns conceitos basicos:

Populacao: conjunto de elementos que formam o universo de nosso estu-
do e que sdo passiveis de ser observados, sob as mesmas condigdes.

Amostra: uma parte dos elementos de uma populacéo.
Amostragem: o processo de selecao da amostra.

Amostragem aleatoria simples: o processo de selegao é feito por sor-
teio, fazendo com que todos os elementos da populagao tenham a mesma
chance de serem escolhidos e, além disso, todo subconjunto de n elementos
tenha a mesma chance de fazer parte da amostra.

Quando a amostragem é aleatdria e, em especial, quando é aleatdria sim-
ples, podemos fazer inferéncias sobre a populacdo, com base no estudo de uma
amostra (ver a Figura 7.1).



4 AMOSTRAGEM
POPULACAO:

conjunto de elementos
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Figura 7.1 Ilustragdo de conceitos bdsicos da estatistica.

Em geral, estamos pesquisando uma ou mais varidveis associadas aos ele-
mentos da populagdo ou da amostra. Nesse contexto, também podemos carac-
terizar a populagdo e a amostra em termos da varidvel em estudo. Por exemplo,
ao verificar se cada consumidor potencial de uma revendedora de automdveis
planeja (X = 1) ou ndo (X = 0) comprar um carro novo no proéximo ano, pode-
mos representar a populagdo pelo conjunto {x;, x2, x3,..., xy}, onde = 0 ou 1,
dependendo se o j-ésimo individuo da populacdo pretende ou ndo comprar um
carro novo no proximo ano. Da mesma forma, a amostra, que sera formada por
n individuos a serem selecionados da populacgdo, pode ser representada por {X;
Xz, ..., Xn}, onde X; é a variavel aleatdria que corresponde ao valor de X (0 ou 1)
na i-ésima observagdo (i = 1, 2, ...n).

No presente contexto, definimos:

Parametro: alguma medida descritiva (média, variancia, proporgéo etc.)
dos valores xj, X2, X3,..., associados a populacao.

Amostra aleatdoria simples: conjunto de n varidveis aleatdrias inde-
pendentes {X;, X2, ..., Xp}, cada uma com a mesma distribuicdo de probabi-
lidades de certa varidvel aleatéria X. Essa distribuicdo de probabilidades
deve corresponder a distribuicdo de freqiiéncias dos valores da populagao
(X1, Xo, X3, ...).

Estatistica: alguma medida descritiva (média, variancia, proporgao etc.)
das variaveis aleatoriaX;, Xo,...,X,, associadas a amostra (ver a Figura 7.2).
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Figura 7.2 Alguns parametros e estatisticas.

Estatisticas e variaveis aleatorias

Vamos considerar uma amostragem aleatéria simples, o que faz com que
qualquer medida associada a amostra (estatistica) seja uma variavel aleatoéria.
Isso ocorre por causa da aleatoriedade introduzida pelo sorteio, na amostra-
gem. A fim de entender melhor esse conceito, vamos acompanhar os exemplos
seguintes.

Exemplo 7.1 Em um estudo sobre emissoes de CO0;, definiu-se uma popula-
¢ao como sendo composta por quatro 6nibus de uma pequena companhia de
transporte urbano. Dos quatro Onibus, um deles apresentava alto indice de
emissdo, enquanto os outros trés estavam dentro dos padrdes. Assim, a popula-
cdo pode ser descrita por {1, 0, 0, 0}. O parametro de interesse é a propor¢do de
veiculos fora do padrdo. Considere as seguintes questdes acerca dessa populagao:

a) calcular a proporgao populacional (p);

b) se for retirada uma amostra aleatdria simples, com reposicdo, de ta-
manho n = 2, qual serd a proporc¢ao P de veiculos fora dos padroes
na amostra?

Solucdo: Para a questdo (a), a resposta é trivial: p = Y/4i J4 a
questdo (b) ndo pode ser respondida, pois a proporcdo amostrai (P)
é uma variavel aleatéria. Assim, ndo podemos dizer o que vai ocor-
rer, mas tdo-somente o que pode ocorrer.



c) retificando a questdo (b), construir a distribuicao de probabilidades
da proporc¢do amostrai.

Solugdo: Seja a variavel aleatdria X = numero de 6nibus com alto
indice de emissdo entre dois 6nibus selecionados ao acaso. Entdo, X
possui distribuigdo binomial, j& que se trata de dois eventos inde-
pendentes, com duas possibilidades cada (sucesso = 6nibus com alto
indice de emissdo; fracasso = énibus dentro dos padrées). Os parame-
tros da distribuicao sdon = 2 e p = 0,25. Assim, pela distribuigao
binomial (ver a Tabela I do apéndice), temos:

x p)

0 0,5625
1 0,3750
2 0,0625

Total 1

A proporcao amostral é dada por:

p-X_X
n 2

Assim, sua funcdo de probabilidade é dada por:

p p(Pp)

0 0,5625
Y 0,3750
1 0,0625

Total 1

A fungdo de probabilidade de P também é chamada de distribui¢do da pro-
porgdo amostrai ou distribuicdo amostrai da proporgdo, pois apresenta 0s possi-
veis resultados de uma proporc¢do, que é calculada sobre os elementos de uma
amostra a ser extraida da populacdo em estudo. De maneira geral, temos:

Uma estatistica é uma variavel aleatéria e sua distribuicdo de probabilida-
des é chamada de distribui¢do amostral



Exemplo 7.2 Seja a populacdo dos quatro dnibus e P

a variavel X = nimero de vezes que o énibus teve um
defeito grave. Se um Onibus teve dois defeitos graves,
0 outro trés, o outro quatro e o ultimo cinco defeitos
graves, entdo a populacdo, em termos da variavel X,
pode ser descrita pelo conjunto {2, 3, 4, 5}. A popu-
lagdao também pode ser descrita pela fungao de probabilidade ao lado - a distri-
buigdo da populagdo. Essa distribuigdo tem os parametros valor esperado (mé-
dia) e variancia dados por:

4

T - X

u=1¥x-le+3zra45=35e
N 4
0" =13 (x -u)’ = 2[2-397 +(3-39" + (4-39)" +(5-35)"] =125
i=1

A Tabela 7.1 mostra a construcao da distribuicdo da média amostrai, con-
siderando uma amostragem aleatéria simples com n = 2 elementos, extraida
com reposicdo.

Tabela 7.1 Construgdo da distribui¢do de X (Exemplo 7.2).

Amostras possiveis Valor de X  Probabilidade
(2, 2) 2,0 YUs
(2, 3), 3,2 2,5 Y
2,4), 3,3), 4, 2 3,0 e
(2,5),(3,4),4,3),6,2) 3,5 Ye
(3,5),4 9, 5,3 4,0 Hs
4,5), (5,4 4,5 A
5, 5) 5,0 Ye

O valor esperado e a varidncia da distribuicdo de X sdo:

E(X) = 2(1—16) + z,s(i%) +3(%) + 3,5(%) " 4(%] 8 4,5(%) +
+5(%) =35

F\ _ 2 1 2 2 1 _ 0625
V(X)=(2-35) g H(25-35) o+ 4(5-35) o 0,6



A Figura 7.3 mostra a distribuicdo da populagao e a distribuicdo da média
amostrai. Note que ambas tém a mesma média (valor esperado), mas a distri-
buicdo da média amostrai é mais concentrada (menor varidncia) e tem forma
mais parecida com a distribuicdo normal.

Distribui¢do da

Distribuicao da S
média amostral

5 populagdo p(x)
px

44 s

Ol= 3,5

w

2 3 T 4 5 X 2
EX) = 3,5 E

—

o

Figura 7.3 Distribuigdo da populagdo do Exemplo 7.2 e a distribuigdo da média
amostral, considerando amostragem aleatoria simples com n = 2 ele-

mentos, extraidos com reposi¢do.

EXERCICIOS

7.2 DISTRIBUICOES AMOSTRAIS

Refaca o Exemplo 7.1c, considerando que a amostra seja retirada sem re-
posicao.

Em um estudo sobre consumo de combustivel, definiu-se uma populagao
composta por quatro 6nibus de uma pequena companhia de transporte ur-
bano. Os consumos dos oOnibus (km/l), em condigcbes padrbes de teste,
eram 3,8, 3,9, 4,0 e 4,1. Uma amostra de dois elementos sera sorteada,
com reposicao. Verifique todas as amostras possiveis e, em seguida, cons-
trua a distribuicdo amostrai para o consumo médio da amostra e calcule o
valor esperado e a variadncia.

Refaca o exercicio anterior considerando amostragem sem reposicao.

Quando a amostragem é aleatdria simples, varias estatisticas apresentam
distribuicbes amostrais que se aproximam de distribuigées continuas conheci-
das, & medida que o tamanho da amostra cresce. E o caso da média e da pro-
porcao que apresentam distribuigcbes amostrais aproximadamente normal.



7.2.1 Distribuicao amostrai da média

Considere o esquema ilustrado na Figura 7.4.

Amos.,  °m
aleatoria simples

Populacdo: N elementos
X: variavel quantitativa
Parametros:

p=EX),o" =V

Amostra
X, X5, X55ee0, X))

Estatisticas:
X pode ser vista como uma variavel il
aleatdria se considerar a distribuicao X == Z X,
de freqiiéncias da populacdo como i
uma di.str?blligéo de prob?bilidades - S? = 1 Z": (X, - X)?
a distribui¢do da populagdo. Himil] =

Figura 7.4 Esquema geral de uma amostragem aleatéria simples na observagdo
de uma varidvel quantitativa X.

Seja uma amostra aleatéria simples {X; ,X2, ..., X,} e a estatistica X. A dis-
tribuicdo de X (distribuigdo da média amostrai) apresenta as seguintes proprie-
dades:

a) O valor esperado da média amostrai é igual a média da populagéo,

ou seja:!

b) A varidncia da média amostral é inferior a varidncia populacional
(c?) e a relacdo é dada por

V()?) _ 0_2 (se a amostragem for com reposi¢do, ou N (7.2)
n muito grande ou infinito).?

1715()?); E(%le] - %g:E(X,) Y

n

2 Com as condicionantes, podemos supor independéncia entre X;, ..., X,, donde:

V()?):V[%gxlj Z#XV(X,) _no* _ o

4 i
= n n



ou

V()?) _o? N -n | (se aamostragem for sem reposicio e  (7.3)
n N -1 | N ndo muito grande, N < 20n)

c) (Teorema limite central) Se o tamanho da amostra for razoavelmente
grande, entdo a distribuicdo amostrai da média pode ser aproximada
pela distribuicdo normal Em geral, para n = 30, a aproximacdo ja é
boa, porém, se a distribuigdo da populagdo nédo for muito distante
de uma normal, a aproximacao pode ser usada com n menor.

Exemplo 7.2 (continuacao) Dada a populagao {2, 3, 4, 5}, com parametros

u=35e0° = 1,25, e considerando o planejamento de uma amostra aleatéria
simples, com reposicao, de n = 2 elementos, entdo podemos obter o valor espe-
rado e a variancia da média amostrai usando (7.1) e (7.2):

EX)=u=35e

Observe que sdo os mesmos valores encontrados anteriormente.

7.2.2 Distribuicao amostrai da proporcao

Quando o interesse é estudar uma proporgao, tal como a proporg¢do dos ele-
mentos que tém certo atributo A, a populagao pode ser vista como dividida em
dois subgrupos:

1. o subgrupo dos elementos que tém o atributo A; e

2. o subgrupo dos elementos que ndo tém o atributo A, como mostra a
Figura 7.5.

Populagdo: N = N, + N; elementos

p = proporgio dos elementos Ol
que tém o atributo A (0 = sem o atributo;
1 = com o atributo)

Figura 7.5 Esquema geral de uma amostragem aleatéria simples quando se ob-
serva a proporg¢do de certo atributo A.



A distribuicdo da populacédo pode ser representada por uma variavel alea-
téria de Bernoulli (tipo "0-1"), com funcdo de probabilidade:

P(x)
0 1-p
P

Como vimos no Capitulo 5, o valor esperado e a variancia de uma distribui-
cao desse tipo sao dados, respectivamente, por:

u=pe (7.4)
o’ =p(-p) (7.5)

Representando as observagdoes amostradas por

X = 1 seoi-ésimo elemento tem o atributo A
. 0 seoi-ésimo elemento ndo tem o atributo A

verificamos que

X, , .
= Z ' _ niimero de elementos com o atributo A _ P
n n

(7.6)

ou seja, a proporc¢do eqiiivale a uma média aritmética para dados de variaveis
do tipo "0-1". Assim, as propriedades da distribuicdo amostrai da média tam-
bém sdo aplicadas a distribuicdo amostrai da proporgdo. Usando as notagles
préprias da proporgdo, temos:

a) O valor esperado da proporgdo amostrai é igual a proporgao da po-
pulagao:

E®) =p (7.7)

b) A variancia da proporgdo amostrai é dada por

V(}S) = P(1 - P) (se a amostragem for com reposi¢do, ou N (7.8)
n muito grande ou infinito).

ou

V(P) = PA-p) N-n| (seaamostragem for sem reposicdo (7.9)
n N -1 | e N ndo muito grande, N < 20n)




c) Se o tamanho da amostra for razoavelmente grande, entdo a distri-
buicdo amostrai da proporcdo pode ser aproximada pela distribui¢do
normal.?

As aplicacoes da distribuicdo da proporgdo amostrai podem ser feitas no

contexto da aproximacgdo da distribuicdo normal a binomial, inclusive com a
correcdo de continuidade (Secao 6.3.1).

EXERCICIOS

4.

Uma fundicao produz blocos para motor de caminhodes. Os furos para as
camisas devem ter didmetro de 100 mm, com tolerdncia de 5 mm. Para ve-
rificar qual é o didmetro médio no processo, a empresa vai retirar uma
amostra com 36 blocos e medir os didmetros de 36 furos (1 a cada bloco).
Suponha que o desvio padrao (populacional) dos diametros seja conhecido
e igual a 3 mm.

a) Qual é o desvio padrdo da distribuicdo da média amostrai?

b) Qual é a probabilidade de a média amostrai diferir da média popula-
cional (desconhecida) em mais do que 0,5 mm (para mais ou para
menos)?

c) Qual é a probabilidade de a média amostrai diferir da média populacio-
nal (desconhecida) em mais do que 1 mm (para mais ou para menos)?

d) Se alguém afirmar que a média amostrai ndo se distanciard da média
populacional em mais do que 0,98 mm, qual é a probabilidade de essa
pessoa acertar?

e) Se alguém afirmar que a média amostrai ndo se distanciara da média
populacional em mais do que 1,085 mm, qual é a probabilidade de
essa pessoa errar?

Uma empresa fabricante de pastilhas para freios efetua um teste para con-
trole de qualidade de seus produtos. Supondo que 1% das pastilhas fabrica-
das pelo processo atual apresenta desempenho deficiente quanto ao nivel
de desgaste, qual é a probabilidade, em uma amostra aleatéria simples
com 10.000 pastilhas, de serem encontradas 85 ou menos pastilhas com
problemas?

Sabe-se que 50% dos edificios construidos em uma grande cidade apresen-
tam problemas estéticos relevantes em menos de cinco anos apos a entrega

3  Observamos que a distribuigdo exata é a binomial (ou a hipergeométrica se a amostra-

gem for feita de populagdo pequena e sem reposicdo).



da obra. Considerando a selecdo de uma amostra aleatéria simples com
200 edificios com cinco anos, qual é a probabilidade de menos de 90 deles
apresentarem problemas estéticos relevantes (considerar que nao tenha ha-
vido obras de reparo nos edificios selecionados)?

7. Existem varios algoritmos computacionais que permitem gerar numeros
aleatdrios (ou, mais apropriadamente, pseudo-aleatérios) no intervalo [0, 1],
com distribui¢do uniforme. Considere a geragdo de 100 numeros (X, X2, ...,
Xi00) desta forma e seja X a média aritmética simples desses 100 numeros.

a) Qual é o valor esperado e a variancia de X;

b) Qual é a probabilidade de X; assumir um valor no intervalo [0,47, 0,53]?

c) Qual é o valor esperado e a varidncia de X'?

d) Qual é a distribuicdo de probabilidade de X'?

e) Qual é a probabilidade de X' assumir um valor no intervalo [0,47, 0,53]?
8. Um profissional de Computagao observou que seu sistema gasta entre 20 e

24 segundos para realizar determinada tarefa. Além disso, o tempo gasto,
X, pode ser razoavelmente representado pela seguinte funcao de densidade:

%—5, para 20 < x< 22

flx) = 6—4£para22$x<24
0, ,paraxe[20,24]

a) Numa particular rodada, qual é a probabilidade de o sistema gastar
mais que 22,4 segundos?

b) Em 30 rodadas, qual é a probabilidade de o sistema gastar, em média,
mais que 22,4 segundos por rodada?

7.3 ESTIMACAO DE PARAMETROS

Nesta secao, estudaremos o problema de avaliar parametros populacionais,
a partir de operacdes com os dados de uma amostra. E um raciocinio tipica-
mente indutivo, em que se generalizam resultados da parte (amostra) para o
todo (populacdo), conforme ilustra a Figura 7.6.



POPULACAO (universo do estudo)

e O processo de
ﬁmt!nxu((xu de pardmetros
( AMOSTRA (dados observados) }

Figura 7.6 O raciocinio indutivo da estimagdo.

Por exemplo, podemos ter interesse em avaliar a resisténcia mecanica X de
um novo material. Contudo, X ndo é um numero, mas uma variavel aleatoria,
porque ha uma infinidade de fatores ndo controlaveis que provocarao variagoes
nas possiveis medidas de resisténcia mecanica do material. E até razoavel admi-
tir que a distribuicdo de X seja aproximadamente normal, por se tratar de medi-
das fisicas. E o interesse pode estar na avaliacdo dos pardmetros populacionais

u =EX) ec?=VX.

Medidas de resisténcia mecanica (X;, X», X,), a serem realizadas de for-
ma independente e sob as mesmas condi¢cdes, constituem uma amostra aleato-
ria simples de X. Célculos podem ser feitos sobre essas medidas para estimar os
parametros de interesse. Exemplos desses célculos podem ser

X =1 Y X, e (7.10)
n -

st =1 3 (x,-X)’ (7.11)

n-149
que sdo estimadores dos parametros p e 02, respectivamente.

De forma genérica, considere uma populacdo caracterizada pela distribui-
cado de certa variavel aleatéria X, com parametro 0. E seja (X;, Xo, Xn) uma
amostra aleatdria simples de X.

Uma estatistica T é uma funcdo dos elementos da amostra, isto éT= f(X,
X2,  Xp). Quando ela é usada para avaliar certo parametro 6, é também
chamada de estimador de 6.

Observe que um estimador é uma variavel aleatdria, pois depende da
amostra a ser selecionada. Realizada a amostragem, o estimador assume deter-
minado valor (o resultado do calculo), o qual denominamos de estimativa.?

4 Neste texto, as estimativas serdo representadas por letras minusculas, contrastando
com os estimadores, os quais serdo representados por letras maidsculas.



Algumas propriedades desejaveis de um estimador serao discutidas, o que
permite, pelo menos em tese, escolher o melhor estimador para cada situacdo
pratica. Usando as distribuigées amostrais, é possivel avaliar probabilisticamen-
te o erro que se estd cometendo por se usar uma amostra e nao toda a popula-
¢cdo - 0 erro amostral Isso serd feito com estimativas em forma de intervalos de
confianca (Secdes 7.3.2 e 7.3.3).

7.3.1 Propriedades de um estimador

Um estimador, por ser uma variavel aleatéria, pode assumir valores, se-
gundo uma distribuicdo de probabilidades. Contudo, é desejavel que, em mé-
dia, ele seja igual ao parametro que se deseja estimar. Mais formalmente,

T é um estimador nao-viesado (ou nao-tendencioso) de um parame-
trodse e so se E(T) = 0.

Por exemplo, X e P sdo estimadores ndo viesados dos parametros p e p,
respectivamente, porque E(X') = p e E(P) = p, conforme foi visto na Secéo 7.2.
Ja o estimador

A2 1 & —\ 2
62 =- X, ~X (7.12)

5 2%~ %)
, . . A 2 - _ . ..
é um estimador viesado do parametro a“, pois E(@@®) = (n-1/npd?. Por isso, defini-

n
mes a varineia amestzal §% com deneminader (a - 1) RS lugar d6 . A dife:
Fenea

E(6%)-G? = - —o? (7.13)
v % n
é chamada de viés do estimador &2.

Na pratica, retiramos s6 uma amostra, produzindo um unico valor para o
estimador - uma estimativa. Mesmo que o estimador seja ndo viesado, o valor
da estimativa pode estar longe do valor do parametro. Outra propriedade dese-
javel é que o estimador tenha variancia pequena, porque isso reduz a chance de
a estimativa acusar um valor distante do parametro.



DadosdoisestimadoresndoviesadosT;ery,sendo V(T;) <V(T,),entaoT;
é dito mais eficiente do que T,. E a eficiéncia relativa de T, em relacdo a T, é
dada por:

V(T,
S n)= T/% (6.14)

A Figura 7.7 ilustra os conceitos de viés e eficiéncia, fazendo analogia com
tiros ao alvo, realizados por trés rifles. Os rifles T; e T, sdo ndo viesados, porque,
em média, acertam o alvo; enquanto o rifle T3 é viesado. Embora T; e T2 sejam
nédo viesados, T; é mais eficiente do que T,, pois a variancia entre os tiros é
menor.

Figura 7.7 Tiros ao alvo com trés rifles.

Considere a média amostrai (X') e a mediana amostrai (Mg) como estima-

dores do parametro Sabemos que V(X') = 0?/n. Se supusermos a populacio

com distribuicdo normal e a amostra grande, é possivel mostrar que V(Mg) =

/2) * (og*n ) . Como V(X') < V(Mg), entdo X' é um estimador mais eficiente do que My

na estimacgdo de nas condigles estabelecidas. E a eficiéncia relativa de X' em
relagcdo a My é dada por

V M, mno
(M) _/2n 157 (7.15)

Assim, em amostras grandes de populagées normais, a média amostrai é
cerca de 57% mais eficiente do que a mediana amostrai. Isso significa que se
formos usar My no lugar de X', precisamos ter uma amostra 57% maior, para
garantir a mesma eficiéncia na estimacao de p.



De modo geral, a qualidade de um estimador T, na estimacdo de um para
metro 6, pode ser avaliada em fungdo de seu erro quadrdtico médio, o qual é de
finido por

EQM(T) = E(T-9)° (7.16)
que pode ser escrito como’®
EQM(T) = V(T) + (viés)® (7.17)

Entdo, para um estimador T ndo viesado, temos EQM(T) = V(T).

Para dois estimadores e T; T2 quaisquer (ndo necessariamente ndo viesa
dos), definimos a eficiéncia relativa de T; em relagdo a T, por:

7.3.2 Intervalo de confianca para proporcao

Em muitas situagdes, o principal parametro de interesse é alguma propor
¢do p. Por exemplo:

- a proporcdo de itens defeituosos em uma linha de producgéo;
- a proporcgdo de consumidores que vao comprar certo produto;

- a proporgdo de mensagens que chegam adequadamente a seu destino etc.

Seja uma populacao caracterizada por uma variavel aleatéria X, que assu-
me o valor 0 ou 1, conforme o elemento tenha ou ndo certo atributo de interes-
se. Por exemplo, nas pecas que saem de uma linha de producdo, o cdédigo C
pode identificar pega boa e o cédigo 1 peca defeituosa. Para um elemento to-
mado ao acaso, sejap = P(X = 1). Note que p representa a proporgao de ele-
mentos com o atributo, na populacéao.

Ja vimos que a proporg¢do amostrai P é um bom estimador da proporcdo
populacional p. Dada uma amostra aleatéria simples de tamanho n, o que se
pode dizer sobre o erro amostrai: \P - p\?

Conforme discutido na Segao 7.2, se n for grande, a distribuicdo amostra]
de P é aproximadamente normal com®

5 EQM(T) = E{T - E(T) + E(T) - 6}* = E{T - E(T)}* + {E(T) - 6}* + 2E{T - E(T)}
{E(T) - 6} = E{T - E(D}> + {E(T) - 6}2 + 0 = V(T) + (viés)2

6 Estamos supondo populagdo infinita ou bastante grande. Caso contrario, deveriamos
usar a corregdo (7.9), como discutido na Segdo 7.2.



E(ﬁ) =pe (7.19)

v(ﬁ) = Q (7.20)

Denotaremos por

1-
G, = —P( = p) (7.21)

o desvio padrao da distribuicdo amostrai de P, que no presente contexto serd
chamado de erro padrao de P.

Seja uma variavel aleatéria normal padrdo, Z. Como vale a relacéo’

P{- 1,96 < Z < 1,96} = 0,95 (7.22)
podemos escrever
P{—1,96 <P G‘P < 1,96} =095 (7.23)
P
ou
P{P ~(196)0, < p < P +(196)5, } = 0,95 (7.24)

ou seja, com probabilidade de 95%, temos:

[P - p| < (1L96)o, (7.25)

Observada efetivamente a amostra, e chamando de p a proporcdo obtida
nesta amostra, podemos definir um intervalo de confiangca para p, com nivel de
confianga de 95%, por

IC(p, 95%) = p +(1,96)0, (7.26)

Na pratica, op néo pode ser calculado por (7.21), porque depende do pa-
rametro desconhecido p. Entdo, usamos em seu lugar a estimativa:

7 Ver Exemplo 6.5 (Capitulo 6).



S; =4 ———= (7.27)

Desde que a amostra seja grande (p. ex., n = 50), a diferenca entre s, e oy
pode ser considerada desprezivel, e um intervalo de confianga para p, com nivel
de confianca de 95%, pode ser calculado por:

" p(1-p
IC(p, 95%) = p +(1,96) LGl ) (7.28)
n

Esquematicamente,

intervalo de 95% de confianga para p

< >
< —>

®, [ ] O—>
p-(1,96)s, p P + (1,96)s,

Em suma, embora p seja um parametro populacional desconhecido, é pos-
sivel, com base em uma amostra aleatdria simples, construir um intervalo que
deve conter p com alto nivel de confianca. E bastante usual o nivel de confianca
de 95%, mas o intervalo pode ser construido com um nivel y qualquer, bastan-
do encontrar o valor de zy na distribuicdo normal padrédo, conforme mostra a Fi-
gura 7.8.

y 0,800 0,900 0,950 0,980 0,990 0,995 0,998

zy 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 2,807 3,090

Figura 7.8 Valores de z, para alguns niveis de confianca.

Com Zy tomado adequadamente, conforme o esquema da Figura 7.8, calcu-
lamos o intervalo de confianca para p por:



p(1-p)
n

IC(p, Y) =p tz, (7.29)

Exemplo 7.3 Na avaliacao de dois sistemas computacionais, A e B, foram se-
lecionadas 400 cargas de trabalho (tarefas) - supostamente uma amostra alea-
toria da infinidade de cargas de trabalho que poderiam ser submetidas a esses
sistemas. O sistema A foi melhor que o B em 60% dos casos. Construir interva-
los de confiancga para p (proporgdo de vezes que o sistema A é melhor que o sis-
tema B, considerando todas as possiveis cargas de trabalho) usando niveis de
confianca de 95% e 99%.

Para o nivel de confianca de 95%, temos 2z, = 1,96, resultando em

10(p, 95%) = p+(196) | FC=2) _o6 + (1.06) % =
n

=0,600+0,048
ou, em porcentagens:
IC(p, 95%) = 60,0% * 4,8%

Concluimos, entdo, que o intervalo (55,2%; 64,8%) contém o parametro p,
com nivel de confianca de 95%.

Para o nivel de confianca de 99%, temos 2z, = 2,576, resultando em
0,6(0,4
00

IC(p, 99%) =06+ (2,576) " ) =0,600 +0,063

Ou seja, o intervalo (53,7%; 66,2%) contém o parametro p, com nivel de
confianca de 99%. Esquematicamente:

intervalo de 99% de confianca para p
(60,0 + 6,3%)

Ny

<
<+

intervalo de 95% de confianca para p

(60,0 + 4,8%) L
—0—0 *— Oo—6—
53,7% 55,2% 60,0% 64,8% 66,2%

Observe que, ao exigir maior nivel de confianga, o intervalo de confianca
aumenta em magnitude. Tente entender o porqué disso! Para dado nivel de con-



plitude de seu intervalo de confianca. A forma natural de aumentar a precisao é
aumentando o tamanho da amostra. Voltaremos a esse ponto na Secdo 7.4.

7.3.3 Intervalo de confianca para média

Seja uma populacdo caracterizada pela distribuicdo de uma variavel alea-

toria X com os seguintes parametros: E(X) = p e V(X) = o%. Por exemplo, X

pode representar a mensuracgdo da resisténcia mecanica de um novo material.
Devido ao erro experimental onipresente, X é uma varidvel aleatdria; assim, o
interesse recai em seu valor esperado .

Considere uma amostra aleatoria simples {Xj;, Xz, ..., X} de X. Supondo X
com distribuicdo aproximadamente normal, entao

T=LYx (7.30)
n =

é o estimador natural de p. Vimos na Secdo 7.2 que X' tem distribuicdo aproxi-
madamente normal com média e varidncia dadas por8

EX) =u (7.31)

2
WEX)=2 (7.32)
o
O desvio padrio da distribuicio amostral de X,

(7.33)

o

>l

serd chamado de erro padrao de X'.

Escolhendo z;, em funcdo do nivel de confianca y desejado, tal que P{- 2z, =
Z < zy} =y, podemos escrever

<X~

Piz, < —H <z toy (7.34)

Jn

ou

B/Moyesmeniadsiamesapyndo a populagio infinit



p{)?—z L epxT+s i}: (7.35)

Observada efetivamente a amostra, e chamando de x a média aritmética
dos dados, podemos definir um intervalo de confianca para p, com nivel de
confianca Y, por:

(¢

Jn

Exemplo 7.4 Em uma indudstria de cerveja, a quantidade de cerveja inserida
em latas tem-se comportado como uma variavel aleatéria com média 350 ml e
desvio padrao 3 ml. Apés alguns problemas na linha de producdo, suspeita-se
que houve alteracdo na média. Uma amostra de 20 latas acusou média x = 346
ml. Construa um intervalo de confianga para o novo valor da quantidade média
/I de cerveja inserida em latas, com nivel de confianga 95%, supondo que néo
tenha ocorrido alteracdo no desvio padrao do processo.

IC(k, ¥) =% £z, (7.36)

Solugdo:

IC(u, 95%) = % +(1,96) % ~ 346 + (1,96) —— =346 +131 ml
n

V20

Interpretando: a quantidade média p de cerveja inserida em latas, apds os
problemas na linha de produgdo, é 346 ml, tolerando, com 95% de confianca,
uma margem de erro de até 1,31 ml. Assim, o intervalo (344,69; 347,31) con-
tém, com 95% de confianca, o valorp. Isso mostra que estatisticamente houve
alteracdo na média do processo, pois o valor da média antiga (350 ml) ndo per-
tence ao intervalo.

Desvio padrao desconhecido

O intervalo de confianca descrito em (7.36) somente podera ser usado nas
situacOes em que conhecemos o desvio padrao a da populagdo, o que ndo é co-
mum na pratica. Caso contrario, o procedimento usual é substituir a pelo des-
vio padrdo calculado com os dados da amostra:

1 & o i | 2 =
R

Duas situagOes a considerar:

1. quando a amostra for grande (digamos, n = 50), a diferenca entre a
e s pode ser desprezivel, permitindo ainda o uso de (7.36);

2. quando a amostra for pequena, é necessario efetuar uma corregao,
COmo veremos a Seguir.



A distribuicko t de Student
Supondo a popula¢do com distribuicdo normal, a estatistica

T = % (7.38)
A

tem distribuicdo de probabilidades conhecida como distribuicdo t de Student,
com gl = n - 1 graus de liberdade.

A distribuigdo t de Student, como mostra a Figura 7.9, tem forma parecida
com a normal padrdo, mas ¢ um pouco mais dispersa. Essa dispersdo varia com
o tamanho da amostra. E bastante dispersa para amostras pequenas, mas se
aproxima da normal padrao para amostras grandes.

A f(x)

t com gl = « (normal padrao)
t comgl=3
t comgl=1

Figura 7.9 Grdficos de distribuicées t de Student e da normal padrdo.

Dado um nivel de confianca y, podemos obter o valor t, da distribuicdo t
de Student, usando a Tabela 4 do apéndice, na linha correspondente a gl = n -
1. A Figura 7.10 ilustra esse processo, com gl = 9 e nivel de confianca de 95%.

Distribuicdo t com gl = 9

Area na cauda superior
0,025

}

9 14— 2,262

gl

95% DOty = 2,262

Figura 7.10 Uso da tabela da distribuicdo t de Student: ilustragdo com gl - 9 e
nivel de confianga de 95%.



Intervalo de confianca para i, com uso da distribuicao ¢t de Student

Usando a Tabela 4 com gl = n - 1, podemos escolher o valor t, em funcéo
do nivel de confianca y desejado, tal que

X -
P -t, < A <t r=vy (7.39)
S
A
ou

= S = S
P!X -t —<u<s<X+t —p =y (7.40)
7o Z e

Assim, o intervalo de confianca para p com a amostra efetivamente obser-
vada, é dado por®

IC(p, v) = X £t, — (7.41)

Jn

Exemplo 7.5 Deseja-se avaliar a dureza esperada u do ago produzido sob un
novo processo de témpera. Uma amostra de dez corpos de prova do aco produ
ziu os seguintes resultados de dureza, em HRc:

36,4 35,7 37,2 36,5 34,9 35,2 36,3 35,8 36,6 36,9

Construir um intervalo de confianga para com nivel de confianca de 95%.

Calculando as estatisticas para a amostra observada, temos:

9 Para amostras pequenas, a validade do IC(u, y) esta condicionada a suposigdo de que
os dados provenham de uma distribuigdo aproximadamente normal. Para n > 30, o teorema limi-
te central garante a validade de IC(u, ¥) e, além disso, tem-se para N grande: ty; « 2,



Como vimos na Figura 7.10, usando nivel de confianga ¥ = 95%, temos,
pela Tabela 4 com gl = 9, o valor tgs9, = 2,262, resultando em:

IC(u, 95%) = X +t

95%

S
S -3615+0,53
Jn

Ou seja, a resisténcia mecéanica esperada do ago produzido pelo novo pro-
cesso de témpera é 36,15 HRc, tolerando, com 95% de confianga, uma margen]
de erro de até 0,53 HRc.

EXERCICIOS

9. Sejam X;, Xo, X7 uma amostra aleatéria simples de uma populagdo com
média// e desvio padrao a. Considere os seguintes estimadores de u :

T = (X1, + X0+ X3+ X4+ X5+ X6+X7)/7
T, = X, +X3+X4+Xs5+Xg) / 5
T3 = X2 +X3 +Xy4 +Xs5 +Xg)/ 7

a) Quais estimadores sao ndo viciados? Justifique.

b) Qual estimador é o mais eficiente entre T; e T,? Justifique.

10. Em uma amostra aleatdria simples com 200 edificios com cinco anos, em
certa cidade, 55% apresentaram problemas estéticos relevantes apos a en-
trega da obra. Construir um intervalo de confianga para a proporgao de
edificios da cidade que apresentam problemas estéticos relevantes nos cin-
co primeiros anos. Use nivel de confianca de 95%.

11. Uma empresa fabricante de pastilhas para freios efetua um teste para con-
trole de qualidade de seus produtos. Selecionou-se uma amostra de 600
pastilhas, das quais 18 apresentaram niveis de desgaste acima do tolerado.
Construir um intervalo de confianga para a proporgdao de pastilhas com
desgaste acima do tolerado, do atual processo industrial, com nivel de con-
fianca de 95%. Interpretar o resultado.

12. Uma fundigdo produz blocos para motor de caminhdes. Os blocos tém fu-
ros para as camisas e deseja-se verificar qual é o diametro médio no proces-
so do furo. A empresa retirou uma amostra de 36 blocos e mediu os didme-
tros de 36 furos (1 a cada bloco). A amostra acusou média de 98,0 mm e
desvio padrédo de 4,0 mm. Construir um intervalo de confianca para a mé-
dia do processo, com nivel de confianca de 99%. Interpretar o resultado. Se
o processo deveria ter média 100 mm, ha evidéncia (com 99% de confian-
ca) de que a média do processo ndo estd no valor ideal? Explique.



7.4 TAMANHO DE AMOSTRA

Na secdo anterior, aprendemos como estimar um parametro mediante ob-
servacdo de uma amostra aleatdria simples de tamanho n. A estimacgdo ¢ feita
com certa precisdo, no sentido de que também avaliamos o erro amostrai que
podemos estar cometendo.

Contudo, ainda na fase do planejamento da pesquisa, muitas vezes preci-
samos calcular o tamanho n da amostra, para garantir certa precisdao desejada,
que é descrita em termos do erro amostrai mdximo tolerado (Eg,) e do nivel de
confianca (y) a ser adotado no processo de estimagao. No caso de estimacao de

1, podemos exigir

|X —u| <E (7.42)
Usando (7.34), temos:
z, % <E, (7.43)
Isolando n, temos:
2 2
R S il (7.44)
EO

O tamanho minimo da amostra é o menor n que satisfaz a inequacgdo pre-
cedente.

A dificuldade operacional para calcularmos o tamanho da amostra é que o
calculo depende da varidncia populacional 02, que em geral é desconhecida.
Em alguns problemas, 0% pode ser avaliada por meio de estudos anteriores ou
pela experiéncia do engenheiro; em outras situagées, o2 é obtida de uma amos-
tragem piloto, isto é, alguns elementos da populacao sao examinados e a varian-
cia encontrada nesta amostra piloto é usada no lugar de 0%, Nesse caso, é me-
lhor usar a expressdo (7.44) com ty no lugar de z,.

Exemplo 7.5 (continuacao) Considere que o pesquisador julgou o resultado
encontrado, IC(u, 95%) = 36,15 = 0,53, pouco preciso. Ele tolera um erro
amostrai maximo de 0,3 HRc. Além disso, ele quer realizar as estimacgdes com
nivel de confianga de 99%. Qual deve ser o tamanho da amostra?

Solugdo: Para efetuar o calculo, é necessario o conhecimento da varian-
cia populacional, 0. Usaremos, em seu lugar, a variancia calculada sobre as
dez observacdes, isto é s? = (0,7352)% = 0,54. Logo,



3
n > tom S° =W = 63,375
E; (03)

Portanto, precisamos de n = 64 corpos de prova para satisfazer a precisao
desejada.

O Quadro 7.1 apresenta o formuldario para o célculo do tamanho da amos-
tra, em funcdo do parametro desejado. Quando a populagao é infinita ou muito
grande, ngpja é o tamanho da amostra. Porém, se N é conhecido e, especialmen-
te, se ndo for muito grande, devemos dar seqiiéncia ao calculo, conforme indica
a ultima linha do Quadro 7.1.

Quadro 7.1 Tamanho minimo de uma amostra aleatéria simples.

a) uma média (u):

(7.45)
b) wuma proporgio (p): (7.46)
c) varias propor¢des (py, Py, --.): 7.47)
""" _ Tamanho da am
Populagdo infinita: n = n, (arredondamento para o inteiro superior) (7.48)
Populagdo de i N.n, (arredondamento para o inteiro
tamanho N: N +n, -1 superior) (7.49)

Quando o objetivo é estimar uma proporgdo p (0 < p < 1), podemos usar
a seguinte relagao (ver a Figura 7.11):

o’ =p-(1—p)$% (7.50)

A primeira parte da relagao (7.50) foi usada para construir a expressao de
ng em (7.46) (Quadro 7.1b); e a segunda em (7.47) (Quadro 7.1c).



40’ =p( -p)

Y

0 L 1 p

Figura 7.11 O pardmetro o em fungdo do valor da proporgdo p.

A expressdo (7.47) (Quadro 7.1c) também é usada com o objetivo de esti-
mar uma unica proporg¢do p, quando ndo temos informacgdo a priori sobre o va-
lor de p. Contudo, deve resultar em um valor de n maior do que o necessario.

No caso de estarmos usando nivel de confianca de 95%, temos
zy=1,96 = 2,fazendo com que (7.47) resulte em:

1
n,=— (7.51)
E,

A expressdo (7.51) é muito usada no planejamento de pesquisas de levan-
tamento, com o objetivo de estimar varias propor¢cdes, como nos exemplos se-
guintes:

* numa pesquisa eleitoral, em que é comum a necessidade de avaliar a
proporcao de cada candidato;

* em pesquisas de mercado, em que normalmente desejam-se avaliar as
proporgoes de varios atributos nos consumidores;

* no levantamento de arquivos que trafegam em uma rede, em que é
comum o interesse em verificar a proporcao de cada tipo de arquivo.

EXERCICIOS

13. Um pesquisador precisa determinar o tempo médio gasto para perfurar trés
orificios em uma peca de metal. Qual deve ser o tamanho da amostra para
que a média amostrai esteja a menos de 15 s da média populacional? Por ex-
periéncia prévia, pode-se supor o desvio padrdo em torno de 40 s. Considere
também, que a estimagdo serd realizada com nivel de confianca de 95%.

14. Seja a construgcdo de um plano para garantir a qualidade dos parafusos
vendidos em caixas com 100 unidades. Um dos requisitos é controlar o
comprimento médio dos parafusos. Quer-se saber quantos parafusos de-



15.

16.

ve-se examinar em cada caixa, para garantir que a média da amostra (x)
néo difira do comprimento médio dos parafusos da caixa (jp) em mais que
0,8 mm. Considere que a estimacdo seja realizada com nivel de confianga
de 95%. ?nélises feitas na linha de producdo indicam varidncia em torno
de 2 mm-.

Considerando o Exercicio 14, mas supondo a caixa com 1.000 parafusos,
qual é o tamanho da amostra necessério?

Com o objetivo de avaliar a confiabilidade de um novo sistema de trans-
missdo de dados, torna-se necessario verificar a proporgao de bits transmi-
tidos com erro em cada lote de 100 Mb. Considere que seja toleravel um
erro amostrai maximo de 2% e que em sistemas similares a taxa de erro na
transmissdo é de 10%. Qual deve ser o tamanho da amostra?

a) Usey = 0,95.
b) Usey = 0,99.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

17.

18.

19.

Sob condigbes normais, realizaram-se dez observagdes sobre o tempo de
resposta de uma consulta a certo banco de dados. Os resultados, em segun-
dos, foram:

28 35 43 23 62 38 34 27 32 37

Construa um intervalo de confianga para o tempo médio de uma con-
sulta, sob condigdes normais. Use y = 0,99.

Fixados certos parametros de entrada, o tempo de execugdo de um algorit-
mo foi medido 12 vezes, obtendo-se os seguintes resultados, em minutos:

15 12 14 15 16 14 16 13 14 11 15 13

a) Apresente um intervalo de 95% de confianga para o tempo médio de
execugao do algoritmo.

b) Considerando as 12 mensuragoes como uma amostra piloto, avalie o
nimero de mensuragdes (tamanho da amostra) necessdrio para garan-
tir um erro maximo de 15 segundos (0,25 minutos). Use y = 0,95.

Uma empresa tem 2.400 empregados. Deseja-se extrair uma amostra de
empregados para verificar o grau de satisfacdo em relagdo a qualidade da
comida no refeitério. Em uma amostra piloto, numa escala de 0 a 10, o
grau de satisfagdo recebeu nota média 6,5 e desvio padrdo 2,0.



20.

21.

22.

23.

a) Determine o tamanho minimo da amostra, supondo amostragem
aleatoria simples, com erro maximo de 0,5 unidade e nivel de con-
fianca de 99%.

b) Considere que a amostra planejada no item anterior tenha sido realiza-
da e obteve-se média 5,3 e desvio padrao 1,8 ponto. Construa um in-
tervalo de 99% de confianca para o parametro p.

c) Considerando o resultado do item anterior, vocé diria, com nivel de
confianca de 99%, que a nota média seria superior a cinco se a pesqui-
sa fosse aplicada a todos os 2.400 funcionarios? Justifique.

d) Realizada a amostra planejada no item (a), suponha que 70 atribuiram
notas iguais ou superiores a cinco. Apresente um intervalo de 90% de
confianga para a porcentagem de individuos da populacao que atribui-
riam notas iguais ou superiores a cinco.

Com os dados histéricos sobre a temperatura do pasteurizador de um latici-
nio, sabe-se que a variancia é aproximadamente 1,8 (°C)2. Planeja-se fazer
uma amostragem para avaliar o valor médio da temperatura do pasteuriza-
dor. Suponha que as observagdes sejam feitas sob as mesmas condigdes e
de forma independente. Qual deve ser o tamanho da amostra, para garan-
tir um erro maximo de 0,3°C, com nivel de confianca de 95%?

Planeja-se extrair uma amostra aleatdria simples dos 2.000 funcionarios de
uma empresa, para avaliar a satisfagdo com o trabalho. A satisfacdo serd
avaliada através de um questionario com véarios itens numa escala de 1 a 5.
Pretende-se avaliar o valor médio de cada item. Qual deve ser o tamanho
da amostra para garantir um erro maximo de 0,2 unidade, com nivel de
confianca de 95%?

Nota: Use como variancia o valor teérico que se obtém ao supor probabi-
lidade igual para cada um dos cinco niveis da escala. Observe que dificil-
mente algum item tera varidncia maior do que esta que vocé esta calculan-
do, pois, na pratica, a tendéncia é que as respostas se concentrem em torno
de algum nivel.

Numa pesquisa para estudar a preferéncia do eleitorado a uma semana da
eleigdo presidencial, qual deve ser o tamanho de uma amostra aleatéria
simples para garantir, com nivel de confianca de 95%, um erro amostrai
nao superior a 2%?

Um analista de sistemas esta avaliando o desempenho de um novo progra-
ma de andlise numérica. Forneceu como entrada do programa 14 opera-
¢bes similares e obteve os seguintes tempos de processamento (em milisse-
gundos):

12,0 13,5 16,0 15,7 158 16,5 15,0 13,1
15,2 18,1 18,5 12,3 17,5 17,0



24.

a)

b)

c)

Calcule a média e o desvio padrao da amostra do tempo de processa-
mento.

Construir um intervalo de confianga para o tempo médio de processa-
mento, com nivel de confianca de 95%.

Qual deve ser o tamanho da amostra para garantir um erro amostrai
maximo de 0,5 milissegundo, na estimac¢do do tempo médio de proces-
samento, com nivel de confianca de 99%?

Uma unidade fabril da Intel produziu 500.000 chips Pentium IV em certo
periodo. Sao selecionados, aleatoriamente, 400 chips para testes.

a)

b)

Supondo que 20 chips nao tenham a velocidade de processamento ade-
quada, construir o intervalo de confianca para a proporcao de chips
adequados. Use nivel de confianca de 95%.

Verificar se essa amostra é suficiente para obter um intervalo de 99%
de confianca, com erro amostrai maximo de 0,5%, para a proporgao
de chips adequados. Caso contrario, qual deveria ser o tamanho da
amostra?



