Variaveis Aleatorias Continuas

6.1 CARACTERIZACAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA
CONTINUA

Muitas variaveis aleatérias que surgem na vida de um engenheiro ou de
um profissional da informatica tém natureza eminentemente continua, tais
como:

* tempo de resposta de um sistema computacional;
» rendimento de um processo quimico;
* tempo de vida de um componente eletronico;

¢ resisténcia de um material etc.

Outras vezes, ha varidveis aleatérias discretas, com grande nimero de pos-
siveis resultados, em que é preferivel usar um modelo aproximado continuo no
lugar do modelo exato discreto. E o caso de:

* numero de transagoes por segundo de uma CPU;

e numero de defeitos numa amostra de 5.000 itens etc.

Para entender as peculiaridades das variaveis aleatdrias continuas, imagi-
ne o seguinte experimento.



Exemplo 6.1a Um circulo é dividido em dois setores de mes-
mo tamanho (180° cada um), aos quais sdo atribuidos os nu-
meros 1 e 2. Um ponteiro é preso ao centro do circulo e gira-
do, conforme mostra a figura ao lado. Seja a variavel aleatdria
discreta X = numero do setor apontado quando o ponteiro pdra
de girar. A distribuicao de probabilidades de X, considerando
que todos os pontos sejam equiprovaveis, pode ser especificada
pela fungao de probabilidade da Figura 6.1.
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Figura 6.1 Trésformas de apresentagdo da fungdo de probabilidade do experi-
mento aleatorio do exemplo 6.1a.

A representacdo com grafico de hastes é tipica para variaveis discretas.
Apresentamos, também, um grafico em forma de histograma, em que as proba-
bilidades podem ser representadas por area. No caso do exemplo em questdo,
as bases dos retangulos sao iguais a unidade, o que faz com que a area seja
igual & altura do retangulo.!

Exemplo 6.1b Considere, agora, o circulo dividido em quatro setores de mes-
mo tamanho (90° cada um). A distribuicdo de probabilidades da variavel alea-
toria discreta X = numero do setor apontado quando o ponteiro pdra de girar é
apresentada na Figura 6.2.
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Figura 6.2 Representagdo grdfica da fungdo de probabilidade do experimento
aleatério do Exemplo 6.1b.

1 Ao representarmos probabilidades por areas, devemos tomar o cuidado para que
drea total seja igual a unidade.



Exemplo 6.1c Imagine que o circulo seja dividido em 8, 16 e 32 setores. A Fi-
gura 6.3 mostra a funcdo de probabilidade de X em cada caso.
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Figura 6.3 Representacées grdficas das funcdes de probabilidade dos experimen-
tos aleatérios do Exemplo 6.1c.

E facil verificar que & medida que aumentamos o nimero de divisées no
circulo, o nimero de possiveis setores (resultados de uma variavel aleatéria dis-
creta) vai aumentando, e a probabilidade de cada resultado ocorrer (represen-
tada pela area de um retdngulo) vai sendo reduzida. Teoricamente, o circulo
pode ser dividido em infinitos setores, o que torna invidvel a representacdo ta-
bular ou grafica da distribuicdo de probabilidades, da forma como fizemos no
Exemplo 6.1. Em termos matemaéticos, teriamos:

n—wo

PG =PX=x) =limL=0, vx=1,2,.. 6.1)
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Uma alternativa melhor ¢ definir uma varidvel aleatoria continua, como
veremos na segao seguinte.

6.1.1 Funcao densidade de probabilidade

Exemplo 6.2 Considere um circulo, com medidas de angulos, em graus, a
partir de determinada origem, como mostra a figura ao lado. Nesse circulo, ha
um ponteiro que é colocado a girar.



Seja a variavel aleatdria continua X = dngulo formado entre a posicdo que o
ponteiro pdra e a linha horizontal do lado direito. Considerando que nao existe
regido de preferéncia para o ponteiro parar, a distribui-
cdo de probabilidade de X pode ser representada por
uma funcdo que assume um valor constante e positivo
em todo o intervalo [0°, 360°), de tal forma que as pro-
babilidades possam ser representadas por areas sob a
curva dessa fungdo. Como certamente vai ocorrer um re-
sultado em [0° 360°), entdo a drea sob a funcgdo neste
intervalo deve ser igual a 1, e nula fora deste intervalo. 270°
A Figura 6.4 ilustra a distribuicdo de probabilidades de
X, através da chamada funcdo densidade de probabilidade, e mostra a relagdo en-
tre uma &rea e um evento.

90°

180°

(a) (b)
f0O

4rea total = 1

drea = P(0 <X < 90)

1
60

0 360 0 0 90 360 Ty
evento {0 <X < 90}

Figura 6.4 (a) Funcdo densidade de probabilidade da varidvel aleatéria do
Exemplo 6.2; e (b) Probabilidade do evento {0 =X < 90}, represen-
tada por uma drea.

Note que os eventos associados a uma varia-
vel aleatodria continua séo intervalos (ou colegdo de
intervalos) dos numeros reais. Com base na funcgéo
densidade de probabilidade, podemos calcular pro-
babilidades de eventos desse tipo. Por exemplo,
qual é a probabilidade do ponteiro parar no inter-
valo [30°, 60°]? Tomando a &rea do retangulo in-
dicado na figura ao lado, temos:

1
P(B0<X<60) = —-(60-30)=—=
( 360( y 3

Observe que a inclusdo ou exclusao dos extremos nao altera a probabilida-
de, pois uma linha tem &rea nula. Ou seja, para uma variavel aleatéria conti-
nua, a probabilidade de ocorrer um particular valor é igual a zero.



As probabilidades de eventos associados a uma variavel aleatéria continua
X podem ser calculadas através de uma funcao densidade de probabilida-
de f que deve satisfazer:

a) fx) 20, vVxeRe
b) [ fx)dx=1
Se A = [a, b], entdo P(A) = L” f(x)dx , el

f)

Exemplo 6.3 Seja a varidvel aleatéria T definida como o tempo de resposta
na consulta a um banco de dados, em minutos. Suponha que essa variavel alea-
téria tenha a seguinte funcdo densidade de probabilidade:

-2t f(6)
£(t) = JZe , parat 20 J
10, parat<O 2

Vamos calcular a probabilidade de a resposta
demorar mais do que 3 minutos, isto é, P(T > 3). 3 t

P(T > 3) = L f()dt = J.i 2edt = 2&%9“} =0+ ="
’ ’ 3

6.1.2 Funcao de distribuicao acumulada

Como X é uma variavel aleatoria continua com func¢do de densidade de
probabilidade f, definimos sua fun¢do de distribuicdo acumulada por:

Fx) =PX<x) = r’ f(s)ds, Vx e R (6.2)

Considere a funcao densidade de probabilidade do Exemplo 6.3:

£t = {Ze “,parat 20
0, parat<0

Vamos obter a funcdo de distribuicdo acumulada. Como a expressao mate-
matica se altera no ponto zero, devemos considerar os dois seguintes casos:

parat < O,
F@©) = j f(s)ds = j'ods =0



eparat>0,

F@®) = Lo f(s)ds = jl 0ds + J:ze’zsds =0 +[—-e‘2‘]; =1-¢*

Resumindo, a funcdo de distribuicdo acumulada da variavel aleatdria T é
dada por:

1-e?, parat >0
t) = ’
) {0, parat< O

I

Cabe observar que é possivel obter qualquer probabilidade através da fun-
¢do de distribuicdo acumulada. Para a < b, temos:

PX <a) =PX<a) =F(a) (6.3)
PX >b) =1-F() (6.4)
P(a < X <b) = F(b) - F(a) (6.5)

Retomando o Exemplo 6.3, o calculo de P(T > 3) pode ser feito aplican-
do (6.4):

PT>3)=1-P(T<3)=1-F@3)=1-[1-¢20®] =¢*

Dada a funcao de distribuicdo acumulada F, podemos obter a funcao den-
sidade de probabilidade f por:

£Ox) = % F(x) (6.6)

para todo ponto x em que F é derivavel.? Assim, a fungdo F também caracteriza
a distribuicdo de probabilidades de uma variavel aleatoria.
6.1.3 Valor esperado e variancia

Uma variavel aleatéria continua X, com funcgdo densidade de probabilida-
de f, tem valor esperado e varidancia definidos por:

p=EX = j:xf(x)dx (6.7)
o2 = VX) = I:(x — w2 f(x)dx (6.8)

2 No conjunto finito de pontos em que F nédo é derivavel, podemos arbitrar valores para/.



As interpretagées dessas medidas podem ser feitas de forma anéloga ao
caso discreto. Além disso, todas as propriedades enunciadas para o caso discre-
to continuam vélidas para o caso continuo, em especial

| v = Eee) -y (6.9)

onde: E(X?) = I: x2 f(x)dx

Retomando o Exemplo 6.3, em que a variavel aleatdria T era caracteriza-
da por

2¢™, parat >0
t) = J
f® {O, parat<0

temos: p = E(T) = Imlf(t)dt = IO todt +I:° t2e2dt =0 +2j:° te ' dt
Integrando I: t2edt por partes, obtemos p = Y.

Temos, também,

E(T?) = r”tzf(t)dt = _[0 t20dt +j':° t22e%dt =0 +2_[:° t22e*dt
Com certo esfor¢co matemdtico, obtemos E(T?) = Y. Entdo:

1 (1) 1
2=V =ET)-pP==--|=| ==
c (¢)) (T) - p 2 (2) 2

EXERCICIOS

1. Seja um ponto escolhido aleatoriamente no intervalo [0, 1].

a) Apresente uma fungdo densidade de probabilidade para este experi-
mento.

b) Obtenha a funcao de distribuicao acumulada.
c) Calcule o valor esperado e a variancia.
2. Um profissional de Computagdo observou que seu sistema gasta entre 20 e

24 segundos para realizar determinada tarefa. Considere a probabilidade
uniforme em [20, 24], isto é, todo subintervalo de mesma amplitude em



6.2

[20, 24] tem a mesma probabilidade. Como pode ser descrita, grafica e al-
gebricamente, a funcdo densidade de probabilidade? Sob essa densidade,
calcule:

a) P(X > 23);

b) EX);

c) VIX).

Com respeito ao exercicio anterior, mas supondo probabilidades maiores
em torno de 22 segundos e a densidade decrescendo, simétrica e linear-
mente, até os extremos 2C e 24 segundos. Como pode ser descrita, grafica

e algebricamente, a funcdo densidade de probabilidade? Sob essa densida-
de, calcule:

a) PX > 23);
b) EX);
c) V(X).
Comparando os gréficos das funcées de densidade de probabilidade

dos dois exercicios, vocé acha razoaveis as diferencas encontradas nos trés
itens?

Seja X uma variavel aleatdria com fungdo de distribuicdo acumulada

l1-e*,parax>0
F(x) = ’
(x) {O, paraz <0

Obtenha a funcdo densidade de probabilidade de X.

Seja X com funcdo densidade de probabilidade dada por

X5 para0 < x<1
f(x)=42-x, paral<x<2
0, para x¢[0,2)

Calcule:
a) PO<X<5) b) PO<X<1) c) P(Y/3<X<?3/)
d) EX) e) V)

PRINCIPAIS MODELOS CONTINUOS

Nesta secdo serdo descritos trés modelos continuos bastante conhecidos.



6.2.1 Distribuicao uniforme

Relembremos o Exemplo 6.2, onde tinhamos um cir-
culo e um ponteiro que era colocado a girar. A varidvel
aleatéria de interesse era X = dngulo formado entre a posi-
¢do que o ponteiro pdra e a linha horizontal do lado direito.
Supos-se, também, nédo existir regido de preferéncia para o
ponteiro parar. Nessas codicoes, podemos considerar que
todo intervalo de mesma amplitude, contido em [0°, 360°),
tem a mesma probabilidade de ocorréncia. E um experi-
mento tipico em que a chamada distribuigdo uniforme é apropriada.

180°F

Uma variavel aleatédria X tem distribuigdo uniforme de parametros o e B,
sendo B > a, se sua densidade é especificada por:

e = B—La’ para x €[a, ]
0, para x ¢ [a, B] (6.10)

Em conseqiiéncia, sua distribuicdo acumulada é dada por (ver Figura 6.5):

0, parax < a

F(x) = ;_—Z paraa <x < B (6.11)
1, parax >
fx) F(x)
1 i B (O T
B-a
0 o p x 0 g B x

Figura 6.5 Representacdo grdfica dafuncdo densidade de probabilidade e da fun-
¢do de distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria com dis-
tribuigdo uniforme em [a, B].

O valor esperado e a variancia de uma distribuicao uniforme sao:

EX) = “—;—B (6.12)
_(B-a)
140’9 5 (6.13)




Note que o valor esperado da distribuicdo uniforme é exatamente o ponto
médio do intervalo [a, B], ou seja, nessa distribuigédo fica evidente que p repre-
senta o centro de gravidade da massa descrita pela fungdo densidade de proba-
bilidade.

6.2.2 Distribuicao exponencial

O modelo exponencial tem forte relagao com o modelo discreto de Poisson.
Enquanto a distribuicdo de Poisson pode ser usada para modelar o ntimero de
ocorréncias em um periodo continuo (de tempo ou de comprimento), a distribui-
cdo exponencial pode modelar a variavel aleatdéria continua que representa o
intervalo (de tempo ou de comprimento) entre as ocorréncias. Exemplos:

a) tempo (em minutos) até a proxima consulta a uma base de dados;
b) tempo (em segundos) entre pedidos a um servidor;
c) distancia (em metros) entre defeitos de uma fita.
A distribuicdo exponencial pode ser usada quando as suposicoes de Poisson
(independéncia entre as ocorréncias e taxa média de ocorréncia constante no

intervalo considerado) estiverem satisfeitas. A Figura 6.6 ilustra a relacao entre
as duas distribuigoes.
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Figura 6.6 Relagdo entre a distribui¢cdo de Poisson e a exponencial

Para chegarmos a formulacao matemaética da distribuicdo exponencial, va-
mos considerar a equivaléncia entre os dois seguintes eventos:

A primeira ocorréncia Nenhuma ocorréncia
P L ———""
ser depois do tempo t em [0, t)




Sejam as variaveis aleatorias:
X; = numero de ocorréncias no intervalo de tempo [0, t); e

T = tempo entre as ocorréncias.

Sendo A a taxa média de ocorréncias por unidade de tempo, entdo, consi-
derando independéncia entre as ocorréncias, X; tem distribuicdo de Poisson
com parametro At. E a equivaléncia entre os dois eventos pode ser expressa por:

Tt | —p
Logo,

_ (kt)oe'M _

aplicagdo da expressdo de Poisson

Usando o evento complementar, podemos definir para todo t > 0 a funcao
de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria T com distribuicdo expo-

P(T>1t) =PX =0)

nencial:

Fi) =P(T<t) =1-e* (6.14)

Em conseqiiéncia, para t > 0 temos a funcdo densidade de probabilidade
dada por:

f® = %F(t) = e (6.15)

Para t < 0, definimos F(t) = f(t) = 0 (ver a Figura 6.7).

f@ =re™

P(T > t)=e™

t, t

Figura 6.7 Representagdo grdfica da fung¢do densidade de probabilidade de uma
varidvel aleatéria com distribui¢do exponencial.



Em geral, é mais facil partir do complemento de F(t) para calcular as pro-
babilidades, ou seja, parat > 0,

|7>(T s ) = ek (6.16)

Exemplo 6.3 (continuacao) Dada a varidvel aleatéria T = tempo de
resposta na consulta a um banco de dados por minutos) com funcdo densidade
de probabilidade

_[2e™* parat>0
'f(t)_{ 0, parat<O0

ou seja, uma exponencial com A = 2, calcular a probabilidade da consulta de-

morar mais que 3 minutos, isto é, P(T > 3). Podemos partir da funcao de densi-
dade, fazendo:

P(T > 3) = +jzof(t)dt = TZe'z‘dt =e®
3 3

Ou podemos usar (6.16), obtendo:

P(T >3) =¢e2® = ¢6

f

Considere, agora, o calculo da probabilidade
P(2 = T =< 3), isto é, a proxima consulta ocorrer no inter-
valo de 2 a 3 minutos. Podemos fazer

v

3
P2<T<3) = jze-zfdt
2

ou usar (6.5):

PR<T<3)=P(T=22)-P(T>3) =e2@_¢g20 = g4_¢gb=
= 0,0158

Para uma varidvel aleatéria T, com distribuicdo exponencial de parametro
A, temos:

E(T) = (6.17)

L
A

1
V(T) = = (6.18)




cial

Um exemplo do calculo do valor esperado e da variancia de uma exponen-
foi feito na Secao 6.1.3. Observe que podemos obter os mesmos resultados

com (6.17) e (6.18).

EXERCICIOS

6.2.

O tempo de vida (em horas) de um transistor é uma variavel aleatdria T
com distribuicdo exponencial. O tempo médio de vida do transistor é de
500 horas.

a) Calcule a probabilidade de o transistor durar mais do que 500 horas.
b) Calcule a probabilidade de o transistor durar entre 300 e 1000 horas.

c) Sabendo-se que o transistor ja durou 500 horas, calcule a probabilida-
de de ele durar mais 500 horas.

Usando a expressdo de probabilidade condicional (Capitulo 4), mostrar que
para s, t > 0, vale a seguinte relagdo para uma variavel aleatéria T expo-
nencial:

PT > s + t\T > S) = PT > ¢t

Essa propriedade é conhecida como "falta de memoria", pois ndo im-
porta o que aconteceu no passado (T <s), mas apenas a partir do momento
em que se inicia a observacdo, que pode ser considerado como o instante
zero. Nesse contexto, a distribuicdao exponencial é inadequada para repre-
sentar "tempo de vida" de itens que sofrem efeito de fadiga.

3 Distribuicdo normal

A normal é considerada a distribuicdo de probabilidades mais importante,

pois permite modelar uma infinidade de fendémenos naturais e, além disso, pos-

sibilita realizar aproximacdes para calcular probabilidades de muitas variaveis

aleatérias que tém outras distribuicdes. E muito importante também na inferén-
cia estatistica, como serd observado nos capitulos seguintes.

A distribuicdo normal é caracterizada por uma fungdao de probabilidade,

cujo grafico descreve uma curva em forma de sino, como mostra a Figura 6.8.

Essa forma de distribuicdo evidencia que had maior probabilidade de a variavel

aleatdria assumir valores préximos do centro.



u+o

Figura 6.8 Representacdo grdfica da fungdo densidade de probabilidade normal
e a indicagdo de seus dois parametros: u e c.

Dados os parametros p e R e 6 > 0, afunc¢do densidade de probabilidade
da normal ¢ dada por:

RIEEN
fo) = L CZ(°],—oo<x<+oo
oV2n

Com certo esfor¢o matematico, € possivel mostrar que o valor esperado
e a varidncia da dis

EX) =p
VX) = o2

AFigura6.9 mostradiferentes curvasnormais, em fung¢ao dosvaloresde
e a. As distribuigdes da Figura 6.8 podem representar, por exemplo, medidas
dadurezadeagoproduzidosobdiferentescondi¢gdes. Adistribui¢do (1)repre-
senta a dureza do ago em uma situagdo padrdo; e a distribuicdo (2), as medidas
de durezado agcoapdésumprocesso de melhoriada qualidade, em que aumen-
touadurezamédia. A distribuigdo (3) representaas medidas de durezadoacgo
quandooprocessoestasobrigidocontrole;enquantoadistribuigdo(4)quando
fora de controle, o que acarreta aumento na variabilidade.

a) m*EHeo0; =0 b) p3=pseocs # O4

3)

4)

34 36 38 40 42 44 34 36 38 40 42 44

Figura 6.9 Diferentes distribui¢des normais em fungdo dos pardmetros |\ e G



Na seqiiéncia, representaremos uma varidvel aleatéria X com distribui¢do
normal de média p e varidncia o2 por X : N(u, 6?). Seguem outras caracteristi-
cas do modelo normal:

e a curva é simétrica em torno de p, em conseqiiéncia, os valores da
média (p) e da mediana (m,) sdo iguais, e também P(X < p — a) =
PX>p+a),Vae®R

e teoricamente, a curva prolonga-se de — « a + o, sendo lim f(x) = 0;
X =t
+x0
e a area total sob a curva € igual a 1, ou seja, jf(x)dx =1;

e qualquer combinacdo linear de varidveis aleatérias normais é também
uma varidvel aleatdria normal; em especial, se X; e X, sdo varidveis
aleatodrias independentes e X; : N(u;, 67) e X, : N(uy, 632), entdo Va, b
e R Y = aX; + bX, tem distribuicdo normal com

E(Y) = ap; + bpy (6.22)
V() = ¢’c? + b? o2 (6.23)

o afastamentos da média, em unidades de desvio padrdo, preservam a
mesma darea sob a curva, independentemente dos valores de u e o
(ver a Figura 6.10).

3o 3o

Figura 6.10 Afastamentos da média, em unidades de desvio padrdo, preservam a
mesma drea sob a curva normal.



Seja X : N(u, o?), entdo a varidvel aleatéria

Z = (6.24)

tem distribuicdo normal com média zero e desvio padrdo unitdrio, ou seja, Z :
N(0,1), que também é conhecida como distribuicao formal padrao. Qualquer
area (probabilidade) sob a densidade de X pode ser avaliada sob a densidade
de Z, conforme ilustra a Figura 6.11. Dessa forma, qualquer problema relativo a
uma distribuigdo normal pode ser pensado em termos da distribuicdo normal
padréo.

Distribuicdo de X: Distribuicdo de Z:
normal com p = 170e ¢ = 10 normal padrao

f&x) Tf(Z)
‘. P(X > 180) = P(Z> 1)
AA‘ .

140150160170180190200 x -3 -2-1 0 1 2 3 z

;o X—n _180-170 _,

Figura 6.11 Transformagdo do evento {X > 180}, da distribuigdo normal de pa-
rametros n = 170 e ¢ = 10, em um evento da distribuicdo normal
padrdo: {Z > 1}.

Tabela da distribuicao normal padrao

Como vimos, as probabilidades de uma varidavel com distribuicdo normal
podem ser representadas por areas sob a curva da distribuicdo normal padrao.
No apéndice, apresentamos a Tabela 3, que relaciona valores positivos de
com dareas sob a cauda superior da curva. Os valores de z sdo apresentados com
duas decimais. A primeira decimal fica na coluna da esquerda e a segunda deci-
mal na linha do topo da tabela. A Figura 6.12 mostra como podemos usar a Ta-
bela 3 para encontrar uma area sob a cauda superior da curva.



segunda decimal de 2
0,00 | 0,01 [0,02]| .. [o0,09

0,0 l
0,1

0,2 +— 0,4168

(4rea na cauda superior)

Figura 6.12 Ilustragdo do uso da tabela da distribuigdo normal padrdo (Tabela
3 do apéndice) para encontrar P(Z > 0,21).

A &rea 0,4168 corresponde a probabilidade P(Z > 0,21) = 1 - ® (0,21),
onde ® representa a fung¢do de distribuigdo acumulada da normal padrdo. Ou
seja, a Tabela 3 fornece os valores 1 - ®(z), para z = 0,01, 0,02, ..., 3,00.

Exemplo 6.4 Seja Z uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao.
Vamos usar a Tabela 3 para encontrar as seguintes probabilidades:

a) P(Z < 0,42). Esta probabilidade corresponde a
area da distribuicdo normal padrdo indicada ao
lado. Podemos obter esta area, fazendo a seguin-
te operacdo:

D
0 0,42 0 0,42
drea total = 1 drea = 0,3372 drea = 0,6628
(pela Tabela 3) (pela subtracdo)

Mais formalmente,

®(0,42)=P(Z < 0,42) = 1-P(Z>0,42) = 1-0,3372 = 0,6628

b) P(Z < 0,42). O esquema seguinte mostra esta probabilidade em ter-
mos de area e como podemos usar a simetria da curva para obté-la
na Tabela 3.

area = 0,3372
(pela Tabela 3)




Ou seja,

P(Z < -0,42) = P(Z > 0,41) = 0,3372

c) P(-0,42 < Z < 0,42).

A A /

-0,42 0 0,42 -0,42 0 0,42
area pedida area total = 1 2 (0,3372)

Entdo, P(- 0,42 <Z < 042) = 1 -2 (0,3372) = 0,3256.

Exemplo 6.5 Na distribuicdo normal padrao, qual é
o valor de z, tal que P(-z < Z < z) = 0,95? (Veja figu-
ra ao lado.)

Considerando a simetria da curva normal e o fato
de a area total sob a curva ser igual a 1 (um), pode-
mos transformar esta pergunta em: Qual é o valor de z 0,025 0,025
tal que P(Z > z) = 0,025? A figura ao lado ilustra a 0.05
equivaléncia entre as duas perguntas. ¢

-2 0 2=7?

Entrando com o valor de area 0,025 na Tabela 3 do apéndice, encontra-
mos o valor de z igual a 1,96. Esse processo é ilustrado a seguir.

z 0,00 0,01 .. 0,06 .. 0,09
1,9 0,025

Exemplo 6.6 Suponha que a absorcao de dgua (%) em certo tipo de piso ce-
ramico tenha distribuicdo normal com média 2,5 e desvio padrdo 0,6. Selecio-
nando, aleatoriamente, uma unidade desse piso, qual é a probabilidade de ele
acusar absorcao de agua entre 2% e 3,5%?



Solugdo: Primeiramente, precisamos transfor- ;
mar os valores de absor¢do de agua (x) em valores /
/. |

?

padronizados (z), por (6.24), isto é,

, o X—H :M' o — 2 25 13 Eid
o 0,6 —»
0,83 0 1,67 b4
5
Para x = 2, temos: z = — =-0,83
0,6
75275
e para x = 3,5, temos: z = — — =1,67.
0,6

Usando a Tabela 3 do apéndice, encontramos
para 2 = 0,83 ez = 1,67 as respectivas areas nas ex-
tremidades da curva: 0,2033 e 0,0475 (lembrando
que para valores negativos de z, como - 0,83, procu-
ramos na Tabela 3 seu valor absoluto, 0,83). E facil
observar, pela figura ao lado, que a probabilidade
desejada corresponde ao complemento da soma des-
sas areas, ou seja:

P(2 <X < 3,5 =P(-083 <Z < 1,67) = 1-(0,2033 + 0,0475) =
= 0,7492.

EXERCICIOS

8. Seja Z uma variavel aleatéria com distribuicdo normal padrado. Calcule:
a) P(Z > 1,65);
b) P(Z < 1,65);
) P(-1<Z<1
d) P-2<2Z<2);
e) P(-3<Z<3)
f) PZ > 6);
g) o valor de z, tal que P(- 2z < Z < 2) = 0,90;
0,99.

h) o valor de z, tal que P(- 2 < Z < 2)



9. Suponha que o tempo de resposta na execucdao de um algoritmo é uma va-
ridvel aleatéria com distribuicao normal de média 23 segundos e desvio pa-
drdao de 4 segundos. Calcule:

a) a probabilidade de o tempo de resposta ser menor do que 25 segundos;

b) a probabilidade de o tempo de resposta ficar entre 00 e 30 segundos.

10. Certo tipo de conserva tem peso liquido (Xx) com média de 900 g e desvio pa-
drao de 10 g. A embalagem tem peso (X;) com média de 100 g e desvio
padrdo de 4 g. Suponha X; e X, independentes e com distribuicdes norfriais.
a) Qual é a probabilidade de o peso bruto ser superior a 1.020 g?

b) Qual é a probabilidade do peso bruto estar entre 980 e 1.020 g?

6.3 A NORMAL COMO LIMITE DE OUTRAS DISTRIBUIGCOES

Muitas distribuicdes de probabilidade aproximam-se da distribuicao nor-
mal. E o caso da binomial quando n é grande e da Poisson quando A é grande.

6.3.1 Aproximacao normal a binomial

Nos experimentos binomiais, quando n é muito grande, o uso da funcgéo de
probabilidade binomial é impraticavel, pois os coeficientes binomiais tornam-se
exageradamente grandes. J& vimos que nos casos em que n € grande e p é mui-
to pequeno, podemos usar a distribuicdo de Poisson para calcular, aproximada-
mente, as probabilidades de uma binomial. Quando n é grande e p nao é proé-
ximo de 0 ou de 1, a distribuicdo normal pode ser usada para calcular,
aproximadamente, as probabilidades de uma binomial.

A Figura 6.13 apresenta graficos das distribuicées de probabilidades bino-
miais comn = 1, 10 e 50 ep = 0,5 e 0,2.

Observando a Figura 6.13, verificamos que quando n = 50, a forma da dis-
tribuicdo binomial é parecida com a curva de uma distribuigdo normal. Obser-
ve, ainda, que se p = 0,5, a aproximagédo ja parece razoavel para n = 10.

De maneira geral, as condigdes para fazer uma aproximacdo da distribui-
¢do binomial para a normal sdo:

1) n grande e

2) p nao muito préximo de 0 (zero) ou de 1 (um).
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Figura 6.13 Distribui¢ées binomiais para diferentes valores de n e p.

Uma regra pratica, sugerida por varios autores, considera a aproximacgdo
razoavel se as duas seguintes inequagdes estiverem satisfeitas:

np= 5 e (6.25)
n(l -p) =5 (6.26)

Os parametros p e o da distribuicdo normal devem-se identificar ao valor
esperado e ao desvio padrdo do modelo binomial, ou seja:

p = np (6.27)

c =4 np(1-p) (6.28)

Exemplo 6.7 Historicamente, 10% dos pisos ceramicos, que saem de uma li-
nha de producgdo, tém algum defeito leve. Se a producdo diaria é de 1000 uni-
dades, qual é a probabilidade de ocorrer mais de 120 itens defeituosos?




Pelas caracteristicas do experimento, a variavel aleatdria Y = nimero de
defeituosos na amostra tem distribuicdo binomial com parametros n = 1000 e
p = 0,1. Verificamos, também, que as condigdes 6.25 e 6.26 estdo satisfeitas, pois

a) np = (1000)(0,1) = 100 =5 e
b) n(1 - p) = (1000)(0,9) = 900 > 5

Usando (6.27) e (6.28), temos:
p = np = 1000.(0,1) = 100 e
JnpQ - p) = /1000 -(0,1)-(0,9) = /90

(o

Il

Considere X uma variavel aleatéria normal com média p = 100 e variancia
2= 90. Entéo:

P(Y > 120) ~ P(X > 120)

Binomial com J \_4 Normal com

n=1000ep = 0,1 p =100 e o* = 90

x—p _120-100
s J%

Assim, P(X > 120) = P(Z > 2,11) = 0,0174

Valor padronizado: z = =211

Correcao de continuidade

Ao calcularmos probabilidades de eventos oriundos de experimentos bino-
miais como areas sob uma curva normal, estamos fazendo uma aproximacéo de
uma variavel aleatéria discreta, que s6 assume valores inteiros, para uma varia-
vel continua, cujos eventos constituem intervalos de nuimeros reais. Nesse con-
texto, devemos fazer alguns ajustes, como ilustra o exemplo seguinte.

Exemplo 6.8 Seja Y o numero de caras obtido em dez langamentos de uma
moeda honesta. Vamos calcular a probabilidade de obter quatro caras usando a
distribuicdo normal.

Pelas caracteristicas do experimento, Y tem distribuicdo binomial com
n = 10ep = 0,5. Entdo, a média e o desvio padrao sdao dados por:

c=JnpA-p)=410-(05)-A-05) =25



Considere o evento: ocorrer quatro caras, ou seja {y = 4}. Ao expressar
este evento em termos de uma variavel aleatéria continua X : N(5, 2,5), deve-
mos considerar um intervalo em torno do valor 4, pois para varidveis aleatorias
continuas s6 faz sentido avaliar probabilidades em intervalos. O intervalo ade-
quado, nesse caso, é construido pela subtracao e soma de meia unidade ao valor
quatro, ou seja, {3,5 < X < 4,5}, como ilustra a Figura 6.14.

A
X:
03 f0O |
Pela binomial: Pela normal:
P (Y =4) = 0,2051 7% P(3,5<X<45)=
c ’(v =P(-0,95<Z<-0,32) =
0.2 N = 0,2034
0,1 \
0 .—aﬁ% ) ) ) ) : "

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 «x

Figura 6.14 Aproximagdo da probabilidade do evento {Y = 4} (em termos da dis-
tribuicdo binomial) para a probabilidade do evento {3,5 <X < 4,5}
(em termos da distribuigdo normal).

O procedimento de subtrair e somar meia unidade para construir um in-
tervalo em torno de valores inteiros é conhecido como correcdo de continuidade.
Esta correcdo deve ser usada ao aproximar um evento de uma variavel aleaté-
ria que s6 assume valores inteiros para um evento de uma variavel aleatéria
continua.

A Figura 6.15 ilustra as diversas situacOes possiveis de probabilidade asso-
ciada a uma varidvel aleatdria discreta, assumindo valores em {0, 1, 2, ...},
aproximada por probabilidade associada a uma variavel aleatdria continua, a
qual pode assumir qualquer valor real.



Y: binomial
X: normal

Figura 6.15 Corregdo de continuidade ao aproximar uma varidvel aleatéria dis-

creta por uma varidvel aleatéria continua.

6.3.2 Aproximacao normal a Poisson

A distribuicdo de Poisson (Figura 6.16) também se aproxima da normal
quando A é grande. Como o valor esperado e a varidncia de uma Poisson séo

ambos iguais a A, entdo, na aproximagdo normal, devemos usar:

p=A (6.29)
o=4A (6.30)
A=1 A =5 A=20
X Xx) e 0,084p(x) +
i p(.) 0[P (3 . 1N &
0,3 o
02 . o1 ¢ 0,04 .
> . .
01 . 0,05 . .._.
.
0,0 0,00 *ay 000 TS
01 2 3 4 5Xx 02 4 6 8 1012x 10 20 x

Figura 6.16 Distribui¢bes de Poisson para diferentes valores de A.



Conforme mostra a Figura 6.16, a aproximacdo é razoavel para A = 5. Para
a aproximacao da normal a Poisson, a correcdo de continuidade, discutida na
Secao 6.4.1, também deve ser usada.

EXERCICIOS

11. De um lote de produtos manufaturados, extraimos 100 itens ao acaso. Se
10% dos itens do lote sao defeituosos, calcular a probabilidade de:

a) 12 itens serem defeituosos;
b) mais do que 12 itens serem defeituosos.
12. Uma empresa de auxilio a lista telefonica recebe, em média, sete solicita-

¢Oes por minuto, segundo uma distribuicdo de Poisson. Qual é a probabili-
dade de ocorrer mais de 80 solicitagbes nos proximos 10 minutos?

6.4 GRAFICO DE PROBABILIDADE NORMAL

Como veremos nos capitulos posteriores, muitos métodos estatisticos séo
desenvolvidos na suposicdo de que os dados provém de uma distribuicdo nor-
mal. Quando o numero de observagdes é grande, podemos construir um histo-
grama e verificar se sua forma segue uma curva em forma de sino, sugerindo o
modelo normal. E o caso da Figura 6.17.
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0 ! |
71 72 73 74 75 76 77 78

temperatura (°C)

Figura 6.17 Distribuicdo de freqiiéncias de 1.389 leituras da temperatura de um
pasteurizador.

Podemos, também, calcular a média (x') e o desvio padrdo (s) dos dados e
verificar se os intervalos

x+s, x+ 25ex*3s



tém percentuais de casos préximos dos esperados por uma distribuicdo normal
(Figura 6.10).

Quando a quantidade de observacdes for pequena, o histograma pode
apresentar uma forma muito diferente da real distribuicao do processo que ge-
rou os dados. Além disso, o célculo de x' e s podem ser muito influenciados por
algum valor discrepante. Em geral, o chamado grdfico de probabilidade normal é
mais adequado para verificar a suposicdo de um modelo normal para os dados.
Algoritmos computacionais para a construcao desse grafico estao 1mp1erpenta—
dos em quase todos pacotes computacionais estatisticos.

Tlustraremos a construcao do grafico de probabilidade normal com apenas
cinco observacoes (x; i = 1, 2, ..., 5): 74,8; 74,0; 74,7; 74,4 e 75,9. Sejam X
os valores ordenados, isto é, 74,0; 74,4; 74,7; 74,8; 75,9.

Considere uma distribuicdo normal com a &rea dividida em cinco partes
iguais (mesmo numero de partes do niumero de valores, n). E sejam qs (1 = 1, 2,
..., b) os pontos medianos dos intervalos formados pela divisdao das cinco areas
iguais (ver a Figura 6.18).

4 Cada fatia com 20% de érea.
f0) Em cada fatia, o ponto g
separa 50% de d&rea para
cada lado.

) 3(2)3(3) 34 36) X
Figura 6.18 Configuragdo de cinco pontos com as posi¢cées relativas mais verossi-
meis possiveis sob um modelo normal

Se as cinco observacoes (74,0; 74,4; » .
74,7; 74,8; 75,9) provém de uma distribui- 16
cdo normal, devemos esperar uma relacdo
aproximadamente linear com os valores ted-
ricos qg) . O grafico de probabilidade normal
compreende a apresentacdo dos pontos (xg),
dg)), num par de eixos cartesianos, conforme

0,6
0,2
-0,2
-06
-1,0

valor esperado pela normal

-1,4
736 740 744 748 752 756 760

o grafico ao lado. Nesse grafico, os valores Vol obscsrado
de qg) foram padronizados (média zero e va-
ridancia 1).

A Figura 6.19 apresenta dois gréficos de probabilidade normal. O grafico
da esquerda foi construido com 40 observagbes que aparentemente seguem



uma distribuicdo normal. No gréafico da direita introduzimos um valor discre-

pante.
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Figura 6.19 Grdfico de probabilidade normal referente a 40 leituras de tempera-
tura de um pasteurizador e o efeito de um valor discrepante.

A Figura 6.20 mostra um gréfico de probabilidade normal construido com
dados gerados por uma distribuigdo assimétrica, como mostrado do lado es-
querdo da figura. Note que os pontos ndo estdao aleatoriamente em torno de
uma reta.

f0o

valor esperado pela normal

valor observado

Figura 6.20 Grdfico de probabilidade normal referente a 40 observagées geradas
por uma distribuicdo assimétrica.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

13. O setor de manutencdo de uma empresa fez um levantamento das falhas
de um importante equipamento, constatando que ha, em média, 0,75 falha
por ano e que o tempo entre falhas segue uma distribuicdo exponencial.
Qual é a probabilidade de o equipamento nao falhar no préximo ano?



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

A vida util de certo componente eletrénico é, em média, 10.000 horas e
apresenta distribuicdo exponencial. Qual é a percentagem esperada de
componentes que apresentardao falhas em menos de 10.000 horas?

A vida util de certo componente eletrénico é, em media, 10.000 horas e
apresenta distribuicdo exponencial. Ap6s quantas horas se espera que 25%
dos componentes tenham falhado?

Na manufatura de fios de linha para costura ocorre, em média, um Refeito
a cada 100 metros de linha, segundo uma distribuicao de Poisson.

a) Qual é a probabilidade de o préoximo defeito ocorrer apdés 120 metros?

b) Quantos metros de linha poderdo ser percorridos para que a probabili-
dade de aparecimento de algum defeito seja de 10%?

Num laticinio, a temperatura do pasteurizador deve ser de 75°C. Se a tem-
peratura ficar inferior a 70°C, o leite podera ficar com bactérias maléficas
ao organismo humano. Observagdoes do processo mostram que valores da
temperatura seguem uma distribuicdo normal com média 75,4°C e desvio
padrédo 2,2°C.

a) Qual é a probabilidade da temperatura ficar inferior a 70°C?

b) Qual é a probabilidade de que, em 500 utilizagées do pasteurizador,
em mais do que cinco vezes a temperatura nao atinja 70°C? Precisa
supor distribuicdo normal.

O tempo para que um sistema computacional execute determinada tarefa é
uma variavel aleatéria com distribuicdo normal, com média 320 segundos e
desvio padrdo de 7 segundos.

a) Qual é a probabilidade de a tarefa ser executada entre 310 e 330 se-
gundos?

b) Se a tarefa é colocada para execugdo 200 vezes. Qual é a probabilida-
de de ela demorar mais do que 325 segundos em pelo menos 50 vezes?

a) Um exame de multipla escolha consiste em dez questdes, cada uma
com quatro possibilidades de escolha. A aprovagédo exige, no minimo,
50% de acertos. Qual é a probabilidade de aprovacdo se o candidato
comparece ao exame sem saber absolutamente nada, apelando apenas
para o "palpite"?

b) E se o exame tivesse 100 questdes?

No horéario de maior movimento, um sistema de banco de dados recebe, em
média, 100 requisigbes por minuto, segundo uma distribuicdo de Poisson.
Qual é a probabilidade de que no préximo minuto ocorram mais de 120 re-
quisicoes? Use a aproximacao normal com correcao de continuidade.



21.

22.

23.

24.

Os dados histéricos de uma rede de computadores sugerem que as cone-
x0es com essa rede, em horadrio normal, seguem uma distribuigdo de Poisson
com média de cinco conexdes por minuto. Calcule ty, tal que se tenha pro-
babilidade igual a 0,90 de que ocorra pelo menos uma conexao antes do
tempo tp.

O padrdao de qualidade recomenda que os pontos impressos por uma im-
pressora estejam entre 3,7 e 4,3 mm. Uma impressora imprime pontos,
cujo didmetro médio é igual a 4 mm e o desvio padrao é 0,19 mm. Supo-
nha que o didmetro dos pontos tenha distribuigdo normal.

a) Qual é a probabilidade do didametro de um ponto dessa impressora es-
tar dentro do padrao?

b) Qual deveria ser o desvio padrao para que a probabilidade do item (a)
atingisse 95%?

Certo tipo de cimento tem resisténcia a compressdo com média de 5.800
kg/cmZ, e desvio padrédo de 180 kg/cmz, segundo uma distribuigao normal.
Dada uma amostra desse cimento, calcule as seguintes probabilidades:

a) resisténcia inferior a 5.600 kg/cm?;
b) resisténcia entre 5.600 kg/cm? e 5.950 kg/cm?;

c) resisténcia superior a 6.000 kg/cmz, sabendo-se que ele ja resistiu a
5.600 kg/cm?.

d) se quer a garantia de que haja 95% de probabilidade de o cimento resis-
tir a determinada pressao, qual deve ser o valor maximo dessa pressao?

Uma empresa fabrica dois tipos de monitores de video. E suposto que as
durabilidades deles seguem distribuigcdes normais, sendo o monitor Ml
com média de 6 anos e desvio padrdo 2,3 anos; e o monitor M2 com média
de 8 anos e desvio padréao 2,8 anos. Ml tem 2 anos de garantia e M2 tem 3
anos. A empresa lucra R$ 100,00 a cada MI vendido e R$ 200,00 a cada
M2 vendido, mas se deixarem de funcionar no periodo de garantia, a em-
presa perde R$ 300,00 (no caso de M1) e R$ 800,00 (no caso de M2). Em
média, qual é o tipo de monitor que gera mais lucro?



