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1 INTRODUCAO A ESTATISTICA

1.1 APRESENTACAO

A matemdtica necessdria em estatistica gerou uma certa aversdo
injustificada em relag¢@o a esta matéria. Isso pelo fato de que os cédlculos
estatisticos, via de regra, utilizam muitos dados e as operacdes s@o
repetitivas, embora bastante simples. Antes do advento das calculadoras
e dos computadores, o trabalho cansativo levava a imprecisdes que
punham por terra imensos esforcos, ante qualquer engano. Com a
chegada destas tecnologias o estudioso passou a poder ficar restrito a
questdes mais conceituais e, deste modo, gradualmente, este preconceito
deixou de existir.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 INTERPRETACOES

LITERATURA

A compreensdo de revistas especializadas exige o dominio da matéria
para que se tenha a nocdo correta da real abrangéncia das conclusdes da
publicacdo. A andlise de dados disponiveis, mesmo quando coletados
por terceiros, muitas vezes permitem preciosas inferéncias acerca de
determinado assunto.

MODELOS

Os modelos s@o versdes simplificadas de problemas e situacdes da vida
real. Eles permitem a ilustracdo de aspectos que interessam, sem levar
em conta detalhes irrelevantes aos objetivos em questdo. Sdo didéticos,
funcionam como ideais a serem perseguidos e prestam-se como testes de
idéias antes de implementa-las. Tabelas, mapas, graficos e equacdes sdo
exemplos de modelos usados em estatistica.

1.2.2 CONSTRUCAO
REALIZACAO

A introdug@o do aluno na montagem de estatisticas que o auxiliem em
trabalhos de pesquisa € objetivo da disciplina. Se o aprofundamento
matemdtico ndo € o maior, o desenvolvimento de um espirito criterioso
na montagem e andlise dos dados coligidos serd rigoroso. Isto é
necessdrio para que o estudante possa aprofundar o trato da matéria em
estudos subsequentes ou, pelo menos, dialogar com especialistas em um
bom nivel de profundidade.



TOMADA DE DECISOES

O nimero de varidveis que influi em qualquer fendmeno do cotidiano, é
muito grande, o que dificulta um tratamento deterministico, quando néo
o torna impossivel. SO esse fato ja basta para justificar o estudo de
estatistica pelos estudantes , sejam eles das dreas das ciéncias exatas,
humanas ou da satide. Se ele souber utilizar esta ferramenta em sua
profissdo, suas chances de sucesso ficardo ampliadas, porque suas
decisdes serdo embasadas em um método cientifico adequado.

1.3 DEFINICOES
1.3.1 ESTATISTICA

DUPLO SIGNIFICADO DA PALAVRA

Embora muitos ndo gostem de qualquer defini¢do, a de Fisher satisfaz:
“ramo da matemdtica aplicada, dedicado a andlise de dados de
observag@o”. A palavra estatistica, além disso, € usada para descrever os
proprios dados. Essa dupla significagdo do termo, ora para falar do ramo
da matemadtica, ora para definir um conjunto de dados numéricos, gera

confusdo algumas vezes.
DADOS E INFORMACAO

Os dados brutos devem ser processados para que se tornem informacdes.
Antes disso ele parecem nao ter sentido, tendendo a confundir ao invés
de esclarecer. Com o processamento, a quantidade de detalhes ¢
reduzida, facilitando a constatacio das relagdes. Os dados s@o
condensados e transformados em grificos, mapas e nimeros
simplificados, tudo isso facilitando a compreensao do essencial.

1.3.2 POPULACAO

Populagdo ou universo € o conjunto da totalidade dos individuos sobre o
qual se faz uma inferéncia. Inferéncia, em estatistica, é o ato de analisar
e tirar conclusdes. Por individuos entende-se os elementos ou objetos
sob andlise. A populag@o pode ser finita ou infinita - nimero de medidas
de pesos de uma mesma pessoa para determinar a distribuicdo das
medidas, por exemplo. Na maioria dos casos, € antiecondmico ou
impraticdvel examinar toda a populagdo, por isso usa-se uma amostra.
Em outros casos, a coleta do dado destrdi o objeto - testes com cintos de
seguranga, por exemplo.

1.3.3 AMOSTRA

Amostra € um subconjunto da populacdo. A partir da amostra, faz-se
juizo ou inferéncia sobre as caracteristicas da populacdo. Estas
caracteristicas da populagdo sdo denominadas pardmetros. Uma
aplicagdo interessante na drea de saiude sdo os chamados grupos
experimentais e de controle. Num sdo aplicados medicamentos e no
outro um falso medicamento, sabidamente indcuo, para que o0s
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individuos ndo saibam a qual grupo pertencem. os dois grupos amostrais
sdo acompanhados a fim de que se obtenha resultados conclusivos.

1.4 RAMOS DA ESTATISTICA

1.5

1.4.1 ESTATISTICA DESCRITIVA

E a parte da estatistica que utiliza nimeros para descrever fatos.
Compreende a organizagdo, resumo e simplificacdo de informacdes que
podem ser muito complexas. Lanca mao de tabelas e graficos para
atingir esses objetivos.

1.4.2 TEORIA DA PROBABILIDADE

E o ramo da estatistica que trabalha com o acaso. Situacdes que
envolvam lancamento de moedas, jogos de cartas, dados, enfim,
quaisquer situacdes onde ndo exista relacdo causal, ou mesmo que ela
exista, ndo seja conveniente valer-se dela.

1.4.3 INFERENCIA

E a parte da estatistica que analisa e interpreta os dados amostrais. A
idéia € analisar parte da populagdo que seja tipica e a partir dai concluir
sobre toda a populagdo. Experimentar um doce e colocar o dedo na dgua
quente sdo exemplos de amostragens que permitem boas inferéncias
sobre o gosto e temperatura, respectivamente. Uma parte importante da
estatistica € a que dd a seguranca de que a as conclusdes tiradas da
populacdo a partir da amostra sdo vélidas.

TIPOS DE DADOS

Os dados selecionados como de interesse da estatistica e que admitem
certa variabilidade sdo chamados de varidveis. Estas varidveis originam-
se de dados de diversos tipos:

1.5.1 CONTINUOS

Podem assumir qualquer valor em um intervalo continuo. Peso, média
de consumo de combustivel ,etc...

1.5.2 DISCRETOS

Podem assumir apenas valores determinados, normalmente inteiros.
Numero de alunos em aula, quantidade de acidentes em uma cidade,
etc..

1.5.3 NOMINAIS

Os dados sdo divididos em categorias e contados os elementos. Como
nesse caso os dados ndo sdo numéricos, mas qualitativos, as varidveis
sdo denominadas atributos. Sexo (masculino ou feminino) de um grupo
de pessoas e conceitos (6timo, bom, regular, ruim) em provas s@o
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exemplos de dados nominais. Por vezes, os alunos tém alguma
dificuldade em distingui-los dos dados discretos pelo fato de ambos
serem inteiros. L4, a varidvel discreta pode assumir qualquer valor
inteiro; aqui, a varidvel, que é um atributo, recebe valores inteiros, frutos
de contagens.

1.5.4 ORDINAIS

Dados ordinais ou por postos, como sdo denominados muitas vezes, sdo
valores relativos atribuidos para denotar ordem - classificacdo em
concurso, de precos, etc...

1.6 ETAPAS DO METODO ESTATISTICO
1.6.1 DEFINIC&O DO PROBLEMA

Certificar-se claramente da finalidade do estudo ou andlise e, a partir
dai, definir cuidadosamente o problema. E itil examinar outros
levantamentos sobre o mesmo assunto ou similares, pois isso pode
simplificar ou orientar a pesquisa.

1.6.2 PLANEJAMENTO

Essa fase consiste em determinar o procedimento necessdrio para
resolver o problema. Definir os dados a serem obtidos. Como obté-los?
Escolher as perguntas e o modo de formuld-las para ndo tornar a
pesquisa tendenciosa. O levantamento pode ser censitdrio, em que todo
o universo é contado, ou pode ser amostral, quando devem ser tomados
cuidados para que se permita inferir os parametros da populacao.

1.6.3 COLETA DE DADOS

E a parte operacional. Consiste em obter, reunir e registrar os dados de
forma sistematica.

TIPOS DE FONTES

e PRIMARIAS - quando os dados sdo recolhidos para o trabalho.

e SECUNDARIAS - quando colhidos em outro contexto. Nesse caso,
os dados devem ser usados com cautela, pois estdo sujeitos a
algumas limitacdes.

MODOS DE COLETA

e DIRETA - quando obtida diretamente da fonte. Pode ser continua,
periddica ou ocasional.

e INDIRETA - quando ¢ inferida a partir de outros dados. Pode ser
realizada por analogia, por proporcionalizagdo, por indicios ou por
avaliacdo.
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1.6.4 APURACAO DOS DADOS

E a fase de sumarizagdo dos dados, mediante contagem e agrupamento.
E um trabalho de condensacdo e de tabulagdo. A apuracdo pode ser
manual, mecanica, eletromecénica e eletronica.

1.6.5 APRESENTACAO DOS DADOS
TABULAR

E a apresentacio numérica dos dados através de tabelas. Fornece
informagdo quantitativa e organizada.

GRAFICA

E a apresentagdo geométrica dos dados. Fornece uma visdo rapida de
conjunto.

1.6.6 ANALISE E INTERPRETACAO DOS DADOS

E nessa fase que sio tiradas as conclusdes que auxiliam o pesquisador a
resolver o problema. Daf saem os nimeros que resumem as conclusdes,
as chamadas estatisticas. Se o trabalho for realizado sobre amostras e
ndo sobre toda a populagdo, a generaliza¢do para o universo é possivel
através da Estatistica Indutiva ou Inferéncia Estatistica.

1.7 EMBASAMENTO MATEMATICO
1.7.1 RELACOES

PROPORCAO

Se N de individuos sdo divididos em n categorias, o quociente do
nimero Ni da categoria i, qualquer, pelo nimero total N é a propor¢do
da categoria i. Entdo:

N.

5 i
ropor¢io =—-
proporg N

E a soma das propor¢des de todas as categorias deve ser igual a unidade:

N, N, N, N,
—+—=+4+..+ +..+ =]
N N N N

PERCENTAGEM

E a proporgio multiplicada por cem. A soma dos percentuais de todas as
categorias €, portanto, cem.
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RAZAO

A razdo assemelha-se a propor¢do, mas o denominador ndo € o nimero
total e sim o nimero de outra categoria:

i

razao=

j

TAXA

E a relagio entre quantidades de natureza diferentes. Por exemplo:
consumo de combustivel em km/l, percentual de juros ao més, internos
em hospitais por habitante.

1.7.2 OPERACOES
ARREDONDAMENTO

® Se o primeiro algarismo a desprezar for superior a 5 (cinco),
arredonda-se o algarismo anterior para cima, isto é, soma-se um.

e Se o primeiro algarismo a desprezar for inferior a 5 (cinco),
arredonda-se o algarismo anterior para baixo, isto &, fica como estd.

e Se o primeiro algarismo a desprezar for igual a 5 (cinco) e ainda
houver qualquer resto, arredonda-se o algarismo anterior para cima,
isto é, soma-se um.

e Se o primeiro algarismo a desprezar for igual a 5 (cinco) e ndo
houver qualquer resto, arredonda-se o algarismo anterior de modo a
que fique par.

ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS

Antes de definir em que casa decimal deve ser feito um
arredondamento, é conveniente conhecer o conceito de algarismo
significativo. Em uma representacdo numérica, todos os algarismos a
partir do primeiro diferente de zero € significativo. Assim, 0,000008 tem

apenas um algarismo significativo enquanto 8.000.000 tem sete.

Ao se efetuar operacdes aritméticas, deve-se procurar conservar um
nimero minimo de algarismos significativos em cada operacdo. Uma
pergunta equivocada e comum por parte dos alunos é: quantas casas
apOs a virgula? Para elucidar esta questdo, imagine a operacdo abaixo
em que, com o uso de duas casas apds a virgula, calcula-se segundo dois
critérios: fazendo-se antes a multiplicag@o ou a divisao:

4572 A0S 506 138
7634 7.634

45723 457 x0,003=457 x 0= 0
7.634

O segundo resultado é completamente absurdo, embora tenha obedecido
o critério de em cada operacdo, terem sido usadas duas casas decimais.
Se fosse adotado o critério de conservar trés algarismos significativos
em cada operagdo, ambas as operacdes dariam o mesmo resultado como
se pode ver a seguir:
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23 10511

457 = =1,376 = 1,38
7634  7.634
23
457 =" =457 x 0,003012 = 457 x0,00301 = 1,3756 = 1,38
7.634
SOMATORIO

O somatdrio, representado pela letra grega maidscula sigma, € um
operador que designa uma soma. Assim, “o somatdrio de x; , 1 variando

9 £

de 1 an” é expresso por:
n

DX =x, X, X, ek,
i=1
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1.8 EXERCICIOS

1.

Na tentativa de correlacionar a capacidade de iniciativa de um grupo de
pessoas com o habito de assistir televisdo, foi feita a tabela abaixo, em que
aparece o nimero de pessoas em cada categoria:

telespectadores telespectadores
assiduos eventuais
alta capacidade de 46 93
iniciativa
baixa capacidade de 127 90
iniciativa
totais 173 183

a) Calcule a proporc¢do de pessoas com alta capacidade de iniciativa entre
os telespectadores.

b) Calcule a propor¢do de pessoas com pouca capacidade de iniciativa
entre os que ndo sdo telespectadores.

¢) Calcule a percentagem de pessoas com pouca capacidade de iniciativa
entre os telespectadores.

d) Calcule a percentagem de pessoas com alta capacidade de iniciativa
entre os que ndo sdo telespectadores.

2. O quadro seguinte representa, em determinada localidade, a estrutura familiar

de criancas negras e brancas, no que diz respeito ao nimero de progenitores
com quem convivem:

criangas negras

criangas brancas

um genitor 53 59
dois genitores 130 167
totais 183 226

a) Calcular a propor¢ao de criangas negras com dois progenitores.

b) Calcular a propor¢do de criangas negras com um Unico genitor.

¢) Calcular a percentagem de criangas brancas com dois progenitores.

d) Calcular a percentagem de criangas brancas com um tnico progenitor.

Num canil com 125 machos e 80 fémeas, qual a razdo entre machos e fémeas
e qual a propor¢do de machos?

Numa turma de 35 alunos, 20 foram aprovados. Qual a razdo entre aprovados
e reprovados e o percentual de aprovacio?

Arredonde os nimeros abaixo com uma, duas e trés casas decimais:

a) 23,5689 d) 0,04950
b) 158,42500 e) 78,4865
¢) 1,05010

Efetue as operacdes abaixo com quatro algarismos significativos:

a) 2,368 + 86 + 45,698
b) 236895478 x5 236 874
c) 0,201 +0,0598 x 45 268
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7.

8.

d) 569,874 x 14,689 x 41 000
e) 124,56897 + 23,56
f) 32,4567 —1,459823

Monte e calcule usando uma expressao de somatdrio o nimero de dias do ano
a partir de cada més.

A partir da tabela abaixo calcule os valores solicitados:

i 7] ) Rj
1 5 12 247
2 45 36 968
3 87 125 21
4 235 20 654
5 12 0 589
6 0 47 23
7 36 65 8
8 2 54 6
9 54 1 4

9 9
P, d X0+ 2P,
4 &

e) ZRJ. + 0,

j=
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2 DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS

2.1 INTRODUCAO

As tabelas condensam uma cole¢do de dados conforme as freqiiéncias
ou repeticdo de seus valores. Utilizam-se vdrios tipos de tabelas, mas
aqui sdo apresentadas as mais usuais. Assim, uma vez compreendidas
neste formato, facilmente, é possivel adaptar-se a outras formas de
apresentacdo. A seguir sdo definidas as diversas grandezas necessdrias
para a compreensdo e constru¢do das tabelas que refletem as
distribuicdes de freqiiéncia.

2.2 PREPARACAO DOS DADOS
2.2.1 DADOS BRUTOS

Sdo os valores dos dados quando chegam da simples coleta, sem que
haja qualquer preocupacio com sua ordenag¢do. Como exemplo, imagine
a lista abaixo como sendo o nimero de acidentes em uma cidade a cada
més:

27, 67;54; 11; 88; 95; 34; 56; 88; 44; 92, 23.

2.2.2 ROL

E a lista dos dados, dispostos em uma certa ordem, crescente ou
decrescente. No exemplo acima, se os dados forem organizados numa
ordem crescente, chega-se a:

11; 23; 27; 34; 44, 54; 56; 67; 88; 88; 92; 95.

Quando o nimero de dados for muito grande, esta ordenacdo exigida
pelo rol pode ser muito complicada. Nesses casos, o trabalho pode ser
facilitado pelo método dos ramos e folhas que consiste em agrupar por
algarismos. A melhor forma de descrever isso € através desse exemplo.
O método pode ser extrapolado para um niimero maior de niveis.

111 414 71
213-17 514-6 818-8
314 617 912-5

2.3 TABULACAO DOS DADOS

As tabelas de freqiiéncia sdo representacdes em que os valores se
apresentam correspondendo as suas repeticdes. Deste modo, valores
repetidos ndo aparecem mais de uma vez como no rol apresentado acima
(ndmero 88).
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Digamos que ao longo de quatro anos, o numero de atendimentos
realizados pelo Conselho Tutelar de uma cidade foi:

jan fev mar abr mai jun jul ago set out nov dez

2000 6 2 5 6 0 8 7 6 3 4 5 8
2000 9 9 7 6 3 4 6 4 5 4 0 1
2002 3 6 7 9 3 1 4 65 3 5 4
2003 7 2 5 8 6 4 2 51 6 5 2

2.3.1 DADOS NAO AGRUPADOS EM CLASSES

E uma tabela em que aparecem os valores que indicam a repeti¢io de
uma determinada varidvel. Este tipo de tabela é normalmente usada para
representar varidveis discretas. No exemplo acima, a varidvel é o
nimero de atendimentos e a freqiiéncia, a contagem do nimero de
meses que corresponde a esse valor.

Nimero de Numero de
J atendimentos contagem meses
(x;) (fi)
1 0 I_ 2
2 1 1 3
3 2 I 4
4 3 1 5
5 4 L 7
6 5 L 8
7 6 Ll 9
8 7 I 4
9 8 1 3
10 9 1 3
10
n= 2. f ; =48
=

Usam-se indices j com dados tabulados e i para dados brutos.

2.3.2 DADOS AGRUPADOS EM CLASSES

Os dados, em lugar de aparecerem individualmente, sdo organizados em
classes. E preferido esse modo de tabulagio para varidveis continuas ou
mesmo discretas quando o nimero de valores possiveis para ela for
muito grande. Assim, evitam-se inconvenientes como tabela muito
extensa, valores com freqiiéncia nula e dificuldade para vislumbrar o
fendmeno de forma global. Embora o exemplo acima ndo seja tipico da
necessidade de agrupamento dos dados em classes, segue a tabulagdo
para caracterizar as diferengas:

Ressalte-se que, embora este tipo de tabela na maioria das vezes facilite
a visualizag@o dos dados, parte da informacdo original € perdida, pois ja
ndo discrimina como a freqiiéncia individual se distribui dentro da
classe. Aqui, o que é disponivel é o valor médio da classe x;.
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niimero de

J atendimentos pontos médios fregiiéncia

classes X; fi
1 0-1 0,5 5
2 2-3 2,5 9
3 4-5 4,5 15
4 6-7 6,5 13
5 8-9 8,5 6

5
n=y f, =48
i=1

2.4 ELEMENTOS DA DISTRIBUI(;AO
2.4.1 FREQUENCIA SIMPLES ABSOLUTA

Numa distribui¢io de freqiiéncias, sejam os dados agrupados em classes
ou em valores individuais, o nimero de observagdes em cada classe ou
valor é chamada de freqiiéncia simples absoluta, ou mesmo freqii€ncia,
cujo simbolo € f;. . No exemplo acima € a coluna da direita nas duas
tabelas, que por serem diferentes, apresentam valores diferentes para f;.

24.2 AMPLITUDE TOTAL

E a diferenca entre o maior e o menor valor da varidvel em estudo.
Cuidado: é a diferenca da varidvel e ndo da freqiiéncia. No exemplo
acima o menor valor € 0 e o maior € 9. Portanto:

At=x, —x, At=9-0=9

2.4.3 NUMERO DE CLASSES

Classe € cada um dos grupos de valores em que se subdivide a
amplitude total. O numero de classes de uma distribuicio de
freqiiéncias, representado pela letra k, deve ser adequado. Se for muito
pequeno, os dados ficam comprimidos e pouco se vé da distribui¢do e
se, por outro lado, for muito grande, aparecerdo classes com baixa
freqtiéncia, tornando a distribui¢do irregular.

Aconselha-se um ndmero de classes entre 5 e 20 e uma primeira boa
aproximacdo € que este nimero deve ser da ordem da raiz quadrada do
nimero total n de observagdes. Entretanto, dois métodos sdo indicados
na literatura como mais indicados para a determinacdo do niimero de
classes. A escolha real deve ficar préxima aos valores indicados por
qualquer um dos métodos.

REGRA DE STURGES

O nimero de classes k € igual a férmula abaixo em que r é o niimero
total de observacdes.

k=1+3,3log,, n
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TABELA DE KELLEY

Ela da um relagdo aproximada e adequada entre n e k:

n 5 10 25 50 100 | 200 500 | 1000

k 2 4 6 8 10 12 15 15

2.4.4 LIMITES DE CLASSE

Os limites de classe sdo seus valores extremos. No exemplo acima, os
limites da 3* classe sdo 4 e 5, quatro sendo o limite inferior e cinco o
superior. A classe seguinte, a quarta, tem por limites 6 e 7. Esse caso é
simples porque a varidvel € discreta, pois representa o nimero de
atendimentos que € sempre um inteiro. Mas se fosse uma varidvel
continua que pudesse valer 5,7, por exemplo, como ficaria? Por esse
motivo, € conveniente definir os limites reais de classe e um modo mais
conveniente de estabelecer os limites de classe.

LIMITES REAIS DE CLASSE

Qualquer valor intermedidrio entre os limites de classes distintas deve se
arredondado para definir a que classe pertence. Na situac@o apresentada,
5,7 deve ser arredondado para 6, indo para a quarta classe, portanto.
Assim, o limite real de classe € definido como a média do limite
superior de uma classe e o inferior da seguinte. Na determinacdo da
amplitude total, para maior precisdo, deve-se adotar os limites reais
inferior da primeira classe e superior da tltima classe.

INTERVALOS DE CLASSE

Para evitar essa dificuldade usa-se o conceito de intervalo de classe aberto ou
fechado. Os valores dos limites superior e inferior de classes subseqiientes sdo
iguais, mas ¢é explicitado a qual das duas classes o limite pertence. O simbolo
|— significa intervalo fechado a esquerda e aberto a direita, ou seja, o limite
inferior da classe estd incluido nela , enquanto o superior ndo. Admitindo que
Xr e Xp sejam os limites de uma classe, as alternativas de intervalo sdo
apresentadas abaixo:

simbolo significado situagdo dos limites
do intervalo do intervalo em relagdo a classe
Xg — Xp fechado a esquerda inclui Xg
aberto a direita ndo inclui Xp
Xz —| Xp aberto a esquerda nao inclui Xg
fechado a direita inclui Xp
Xg — Xp aberto a esquerda nao inclui Xg
aberto a direita nao inclui Xp
Xg —| Xp fechado a esquerda inclui Xg
fechado a direita inclui Xp

24.5 AMPLITUDE DE CLASSE

Para se determinar o intervalo de classe Ac , basta dividir a amplitude
total A¢ pelo nimero de classes k. A partir dai, ajustam-se os limites,
mesmo que as vezes seja necessdrio aumentar ou diminuir uma classe.
Procura-se montar a tabela com classes de mesma amplitude. A
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amplitude da classe pode ser definida como a diferenca entre dois
limites superiores (ou inferiores) de classes sucessivas.

Ac:ﬂ
k

A amplitude de classe deve ser sempre arredondada para maior, nunca
para menor, sob pena de algum dado ficar fora do campo da tabela.

2.4.6 PONTO MEDIO DA CLASSE

Ponto médio da classe x; € a média dos limites inferior e superior da
classe. Uma vez conhecido o ponto médio de uma classe, pode-se
encontrar o da classe seguinte, se elas forem do mesmo tamanho. As
férmulas sdo as seguintes:

X, +X,
x. =—2 %

! 2

TIPOS DE FREQUENCIAS

A freqiiéncia simples absoluta, ji definida anteriormente, € associada a
cada classe e sua soma € igual ao nimero total de observacdes. A assim
chamada freqiiéncia total é, pois:

X, =X;+Ac

n=

™.

fi

J

A tabela a seguir mostra as notas obtidas por 500 alunos em um teste de
estatistica. Nela, ja foram definidas dez classes, a freqiiéncia simples
absoluta e os pontos médios de cada classe. Serdo definidos outros tipos
de freqiiéncias, cujos cdlculos serdo acrescentados ao final desta secdo.

ordem Notas fregiiéncias Nota média
J classes fi X;
1 01— 10 5 5
2 10 I— 20 15 15
3 20 I— 30 20 25
4 30 — 40 45 35
5 40 I— 50 100 45
6 50 I— 60 130 55
7 60 I— 70 100 65
8 70 I— 80 60 75
9 80 I— 90 15 85
10 90 I—I 100 10 95
500
k 10
k=10 2 fi=n . X f;=50
j= i=
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2.5.1 FREQUENCIA SIMPLES RELATIVA

Freqiiéncia simples relativa fr; é a propor¢do de observagdes de um
valor individual ou de uma classe, em relagdio ndmero total de
observagdes. Ou seja:

Esta freqiiéncia simples relativa pode ser apresentada na forma de
percentagem, em lugar de propor¢do como acabamos de definir,
bastando multiplicar esse valor por cem.

fr; (@)=100 fr,

2.5.2 FREQUENCIA ABSOLUTA ACUMULADA

Freqiiéncia absoluta acumulada F; é a soma da freqiiéncia simples
absoluta dessa classe com as freqiiéncias simples absolutas das classes
anteriores. Pode-se, mais facilmente somar a freqiiéncia simples
absoluta dessa classe com a freqiiéncia absoluta acumulada da classe
anterior.

2.5.3 FREQUENCIA RELATIVA ACUMULADA

Freqiiéncia relativa acumulada Fr; é a soma da freqiiéncia simples
relativa dessa classe com as freqii€ncias simples relativas das classes
anteriores. Também aqui, como no caso da freqii€ncia simples relativa, a
freqi€ncia relativa acumulada pode ser expressa em percentagens,
bastando multiplicar por cem.

A tabela de freqiiéncias completa do exemplo anterior, com todos os
tipos de freqiiéncias, € apresentada abaixo:

J classes fi | x| Fi | fry | fr; | Frj | Fr
(%) (%)
1 01— 10 5 5 5 (001 1 [001] 1
2 [ 101—20 [ 15 | 15 | 20 [003] 3 [004]| 4
3 ] 20—30 [ 20 [ 25| 40 [004] 4 [008] 8
4 [ 301—40 | 45 | 35 [ 85 [009] 9 [017] 17
5 | 401—50 [ 100 | 45 | 185 [020] 20 [ 037 | 37
6 | 50— 60 | 130 | 55 | 315 [026] 26 | 063 ] 63
7 [ 601—70 [ 100 | 65 | 415 [020 ] 20 [ 083 ] 83
8 | 70— 80 | 60 | 75 [ 475 0,42 12 [095] 95
9 [ 80 1—90 | 15 | 85 | 490 [003] 3 [098] 98
10 | 90 —1 100 10 | 95 [ 500 [0,02] 2 | 1,00 | 100
10 500
k 10
k=10 |, f,=n , X, f;=500
j=1 j=1
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2.6 EXERCICIOS

1. Na seguinte distribuicdo de escores discretos, complete a tabela com as
freqiéncias absolutas acumuladas e freqiiéncias simples relativas e
acumuladas - estas duas nas formas proporcional e percentual.

intervalo de classe | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-89 | 90-99

[fregiiéncia (f;) 5 8 10 10 9 6

2. Transforme a distribui¢do abaixo de escores (discretos) numa distribui¢do de
freqtiéncias agrupadas com quatro intervalos de classe e depois determine:

a) O tamanho dos intervalos de classe.

b) Os limites superior e inferior de cada classe.
¢) O ponto médio de cada intervalo de classe.
d) A freqiiéncia para cada intervalo de classe.
e) A percentagem para cada intervalo de classe.

escores 1 2131415 6 | 7 819 |10 11|12

fregiéncia(f;) | 2 | 1 |1 |23 |4 |5]6]5[4]14]3

3. Na seguinte distribuicdo de escores discretos, complete a tabela com as
freqiiéncias absolutas acumuladas e freqii€ncias simples relativas e
acumuladas - estas duas nas formas proporcional e percentual.

intervalo de classe | 5-9 | 10-14 | 15-19 | 20-24 | 25-29 | 30-34 | 35-39 | 40-44

freqiiéncia (f;) 5 6 8 10 9 8 5 5

4. Numa amostragem salarial de 100 estudantes universitirios que trabalham,
obteve-se a tabela abaixo:

niimero de saldrios minimos niimero de estudantes
0l— 2 40
21— 4 30
41— 6 10
61— 8 15
81— 10 5

a) Faca uma tabela completa, com todos os tipos de freqiiéncias -
simples e acumulada, absoluta e relativa, proporcional e percentual.

b) Quantos alunos ganham menos de dois saldrios minimos?

¢) Quantos estudantes ganham menos que 6 saldrios minimos?

d) Qual a percentagem de alunos que recebem seis ou mais saldrios
minimos, mas menos de 8 salarios minimos?

e) Qual a percentagem de alunos com saldrios menores que § saldrios
minimos?

f) Qual a proporcdo de alunos com saldrios iguais ou superiores a 6
saldrios minimos?

g) Quantos alunos recebem 4 ou mais saldrios minimos?

h) Qual a propor¢io de alunos que ganham menos de 4 saldrios
minimos?

i) Qual a percentagem de alunos que ganham dois ou mais saldrios
minimos?

j)  Qual a propor¢ado de alunos com saldrios entre 4 e 6 salarios minimos,
embora ndo atinjam este dltimo valor?
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5. Mostre os erros na construcdo da tabela abaixo:

ordem (j ) classes F;
1 0l—I2 80

2 4—I6 0

3 61—8 10

4 81— 10 10

> =100

6. Trés psicologas de uma cidade do interior fizeram ao longo de um ano 1.800
atendimentos, conforme a tabela abaixo. Determine a distribui¢do percentual

dos atendimentos.

psicologa A

B

C

atendimentos 720

480

600

7. Os dados seguintes representam 20 observacdes relativas ao indice
pluviométrico, expresso em milimetros de chuva, em determinado municipio

do Estado:
144 160 154 142 141 152 151 145 146 150
159 157 141 142 143 160 146 150 141 158
a) Determine o niimero de classes pela regra de Sturges e tabela de

Kelley.

Construa a tabela de freqiiéncias simples absolutas.
Construa a tabela de freqii€ncias absolutas acumuladas.
Construa a tabela de freqiiéncias simples relativas.
Construa a tabela de freqiiéncias acumuladas relativas.

8. A tabela a seguir representa uma distribuicdo das espessuras de uma amostra
de 100 folhas.

a) Determine o niimero de classes pela regra de Sturges e tabela de
Kelley. Use a média.

b) Calcule a amplitude total.

¢) Calcule a amplitude de classe.

d) Construa uma tabela apresentando as ordens de classe, os intervalos
de classe, os pontos médios de classe, uma coluna de contagem e as
diversas freqiiéncias - simples e acumulada, absoluta e relativa,
proporcional e percentual.

201 2,08 196 3,04 201 3,18 194 2,19 224 2,18
259 1,96 229 3,18 2,09 196 2,06 2,18 2,05 2,04
243 1,56 1,94 3,15 235 208 256 2,17 196 1,59
222 234 224 195 201 3,12 3,03 3,12 2,04 1,66
1,87 249 3,12 224 1,76 320 238 1,58 1,89 1,98
1,89 1,71 242 162 197 2,18 1,69 3,14 2,18 3,06
240 196 3,01 2,19 225 145 193 206 183 1,84
191 211 1,78 236 233 3,17 203 1,87 3,11 2,17
1,72 1,62 1,99 1,64 1,54 226 1,86 2,09 1,74 192
236 1,82 2,02 225 1,75 3,15 3,18 1,99 1,76 251
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9. A tabela seguinte apresenta as alturas em cm de 40 alunos de uma turma de

estatistica.
162 163 148 166 169 154 170
164 165 159 175 155 163 171
170 157 176 157 157 165 158
160 158 163 165 164 178 150
166 169 152 170 172 165 162
a) Calcule a amplitude total.
b) Determine o niimero de classes pela formula de Sturges.
¢) Qual a amplitude do intervalo de classes?

166
172
158
168
164

d) Construa uma tabela de freqiiéncias completa das alturas dos alunos.

10. Complete o quadro de freqii€ncias abaixo.

Ordem (j) classes fi Fj
1 0—l2 ? 3
2 2—14 ? ?
3 4—-6 8 ?
4 6—I8 10 26
5 8§ —110 ? 28
11. Considere e complemente a tabela abaixo e identifique os seguintes
elementos:
a) Freqiiéncia simples absoluta da quinta classe.
b) Freqiiéncia total.
¢) Limite inferior da sexta classe.
d) Limite superior da quarta classe.
e) Amplitude do intervalo de classe.
f) Amplitude total.
g) Ponto médio da terceira classe.
h) Numero total de classes.
i) Freqiiéncia absoluta acumulada além da sexta classe.
j) Percentagem de valores iguais ou maiores que 3,20.
ordem da classe (j ) classe fi
1 2,751— 2,80 2
2 2,80 — 2,85 3
3 2,85 1—2,90 10
4 2,90 —2,95 11
5 2,95 I— 3,00 24
6 3,00 I— 3,05 14
7 3,05 1—3,10 9
8 3,101— 3,15 8
9 3,151—3,20 6
10 3,20 1—3,25 3
10
Z J; =90
j=1
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12. Considere a seguinte distribuicio de freqii€ncias, correspondente aos
diferentes precos de um livro de estatistica em vinte livrarias pesquisadas.

precos em reais niimero de livrarias
50 2
51 5
52 6
53 6
54 1
> =20

Construa uma tabela de freqii€éncias completa.

Quantas livrarias apresentaram um preco de R$ 52,00?

Quantas livrarias apresentaram precos iguais ou menores que R$ 52,00?
Que percentagem de livrarias apresentaram pre¢os nao maiores que
R$ 53,00 ?

Qual a proporgdo de livrarias com precos maiores que R$ 51,00 e
menores que R$ 54,00?
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3 GRAFICOS

3.1 INTRODUCAO

As tabelas, embora resumam adequadamente as informagdes
importantes de uma distribuicdo estatistica, nem sempre fornecem uma
boa visdo de conjunto. Isso é obtido com maior eficdcia através de
graficos, que podem ser apresentados de inimeras formas, dificultando,
de certo modo, um tratamento sistemdtico da matéria. Contudo, a
compreensdo de alguns poucos tipos permite, mediante a extensdo de
conceitos, o dominio da generalidade das apresentacOes alternativas.
Serdo apresentados aqui, entdo, quatro tipos de graficos: histograma,
poligono de freqiiéncia, ogiva de Galton e diagrama de setores.

3.2 EXEMPLOS DE DISTRIBUICOES

Para efeitos de exemplificagdo, serdo utilizadas algumas distribuicdes
que reunam os diferentes tipos de dados. Como foi visto, os dados
podem ser nominais, ordinais ou numéricos - continuos ou discretos.
Além disso, quando numéricos, podem ser agrupados ou ndo em classes.

3.2.1 DADOS NOMINAIS

Como exemplo de dados nominais, serd usada a tabela abaixo que
resume os conceitos referentes ao comportamento dos alunos de uma

escola
Ordem Conceitos Quantidade Propor¢do
da classe quanto ao de alunos de alunos
comportamento

J fi Jrj
1 OTIMO 118 0,225
2 BOM 134 0,256
3 REGULAR 152 0,290
4 MAU 86 0,164
5 PESSIMO 34 0,065
524 1,000

3.2.2 DADOS NUMERICOS DISCRETOS

Serd usado o exemplo cuja tabela ji foi construida, referente a ao
nimero de atendimentos realizados pelo conselho tutelar de uma cidade
ao longo de quatro anos.

NAO AGRUPADOS EM CLASSES

Primeiramente, a tabela € apresentada sem que os dados estejam
agrupados.
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Niimero de Niimero de
Jj | atendimentos meses (F;) (frj% ) | (Frj % )
(x) (f)
1 0 2 2 4,17 4,17
2 1 3 5 6,25 10,42
3 2 4 9 8,33 18,75
4 3 5 14 10,42 29,17
5 4 7 21 14,58 43,75
6 5 8 29 16,67 60,42
7 6 9 38 18,75 79,17
8 7 4 42 8,33 87,50
9 8 3 45 6,25 93,75
10 9 3 48 6,25 100,00
Z 48 100,00
AGRUPADOS EM CLASSES
Agora os mesmos dados sdo agrupados em classes:

Pontos | Freqiiéncia | Freqiiéncia | Freqiiéncia

Jj | classes | médios simples simples acumulada
X; absoluta relativa absoluta
fi Jri F;
1 0-1 0,5 5 10,42 5
2 2-3 2,5 9 18,75 14
3 4-5 4,5 15 31,25 29
4 6-7 6,5 13 27,08 42
5 8-9 8,5 6 12,50 48
Z 48 100,00

3.2.3 DADOS NUMERICOS CONTINUOS

A tabela completa de freqii€ncias a seguir, ja discutida anteriormente,
refere-se as notas obtidas por 500 alunos em um teste de estatistica..

J classes fi x; | F; | fri | fri(%) | Fr; | Fr;(%)
1 01— 10 5 5 5 10,01 1 0,01 1
2 10 I— 20 15 | 15 | 20 0,03 3 0,04 4
3 20 I— 30 20 | 25 | 40 [ 0,04 4 0,08 8
4 30 I— 40 45 | 35 | 85 10,09 9 0,17 17
5 40 I— 50 | 100 | 45 | 185]0,20| 20 0,37 37
6 50 I— 60 | 130 ] 55 | 315|0,26 26 0,63 63
7 60 — 70 | 100 | 65 | 415|020 20 0,83 83
8 70 |— 80 60 | 75 | 475 |0,12 12 10,95 95
9 80 I— 90 15 | 85 | 490 0,03 3 0,98 98
10| 90 I—1 100| 10 | 95 | 500 | 0,02 2 1,00 | 100
10 500
k 10
k=10 | Y fy=n » 2, f;=500
j=I j=l
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3.3 HISTOGRAMAS

O histograma, ou diagrama de barras, ¢ utilizado para representar a
freqi€ncia simples absoluta (f) nas ordenadas e a varidvel (x) nas
abcissas. Deve-se ter o cuidado ao definir as escalas dos eixos de forma
a suportarem os valores maximos de x e f. Desenham-se barras de
comprimento proporcional aos valores das freqiiéncias.

3.3.1 DADOS NOMINAIS

Deve-se ter o cuidado de, nesse caso, evitar que as barras verticais se
toquem, para que ndo seja passada a idéia de continuidade, inadequada
quando os dados sdao nominais, em grande parte das vezes.

HISTOGRAMA
w 160 152
Q _ 140 | s 134
g £ 120 |
g O 100 86
=) CZD 80 |
= 35 60+
<zt 3:' 40 4 34
=2 20 +
3 B 1 o
OTIMO BOM REGULAR MAU PESSIM O
COMPORTAMENTO

3.3.2 DADOS NUMERICOS DISCRETOS

NAO AGRUPADOS EM CLASSES

Pode-se colocar nos eixos das abcissas e ordenadas o significado da
varidvel e da freqiiéncia sem, necessariamente, escrever x e f, desde que
as medidas lhe correspondam.

HISTOGRAMA

NUMERO DE
MESES

oON MO OO
I
T

3 4 > 4 3 3
T2
|_||_||_|H = :|_|:|_|:|_|
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
NUMERO DE ATENDIMENTOS

Nesse caso, como os dados sdo numéricos e discretos, as barras tanto
podem estar afastadas como ligadas, como pode ser visto na
apresentaco alternativa que segue:
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HISTOGRAMA

w 10 5

QCD 8 1 7

O u 6 T 4 O 4

c o 1 3 3 3
412

w 5 |

s s ——1 |

) 0 | |

- o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

NUMERO DE ATENDIMENTOS

AGRUPADOS EM CLASSES

Aqui, como os dados s@o discretos, toleram-se que as barras estejam
afastadas, embora seja mais recomendado que elas se toquem para dar o
sentido de continuidade.

HISTOGRAMA

20 15 13

MESES
S
(&)

»

’

NUMERO DE

0-1 2-3 4-5 6-7 8-9
NUMERO DE ATENDIMENTOS

Pode-se usar no eixo das abcissas tanto a amplitude da classe como
acima ou o valor médio da classe como € apresentado agora:

HISTOGRAMA
w 45
Q 20 LK) -13
o 9
€ 5 6
Lo 10{ 5
= =
2 0
0,5 2,5 4,5 6,5 8,5
NUMERO DE ATENDIMENTOS
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3.3.3 DADOS NUMERICOS CONTINUOS

Para dados continuos recomenda-se que as barras se toquem para passar
a idéia de continuidade.

HISTOGRAMA
150 130
as 100 100
% § 100 - i5 60
53 N1, 15 20 15 10
=% o = ———
5 15 25 35 45 55 65 75 85 95
NOTAS

3.4 POLIGONO DE FREQUENCIAS

O poligono de freqiiéncias é um grafico alternativo ao histograma em
que, nas ordenadas sdo marcados os valores da freqiiéncia simples
absoluta f para os diversos valores da varidvel x. Estes pontos sdo
interligados por uma linha continua que vem a se constituir o poligono
de freqiiéncias. Para evitar que ele fique flutuando no espago, criam-se
duas classes imagindrias, uma antes e outra apds a regido da varidvel,
ambas com freqiiéncia nula, de modo que o poligono nas¢a e morra no
eixo das abcissas. Esta providéncia é recomenddvel dependendo do
contexto dos dados representados.

3.4.1 DADOS NOMINAIS

Nem sempre sdo desenhados poligonos para dados nominais, porque a
linha que liga os diversos pontos via de regra ndo faz sentido.

3.4.2 DADOS NUMERICOS DISCRETOS

NAO AGRUPADOS EM CLASSES

POLIGONO DE FREQUENCIAS

—_

MESES

’

NUMERO DE

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
NUMERO DE ATENDIMENTOS
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AGRUPADOS EM CLASSES

POLIGONO DE FREQUENCIAS

N
o

NUMERO DE
MESES

o O

05 25 45 65 85
NUMERO DE ATENDIMENTOS

3.4.3 DADOS NUMERICOS CONTINUOS

O poligono de freqiiéncias para os dados numéricos continuos toma o
ponto médio das classes para caracterizar onde deve ser plotado o ponto
que gera o poligono.

E conveniente alertar que tanto o histograma quanto o poligono de
freqi€ncias podem ser usados para grafar as freqii€ncias simples
relativas proporcional (fr) e percentual (fr%), da mesma forma que para
freqiiéncia simples absoluta (f). Em suma, os graficos sdo tteis para as
freqiiéncias simples.

Abaixo, por exemplo, estd desenhada a fr %. Nas abcissas, o titulo alerta
de que se trata da nota média da classe.

POLIGONO DE FREQUENCIAS

< 30
>
s E 25
g - . 20
aw W oe
P ) o -o—- 15
o n &
w I-_IIJ ~ 10
E o 5 2
=
7 0

5 15 25 35 45 55 65 75 85 95

PONTO MEDIO DAS CLASSES (xj)

3.5 OGIVA DE GALTON

E o tipo de grifico utilizado para freqiiéncias acumuladas de uma
distribuicdo, sejam elas absolutas ou relativas. O processo de construgdo
é quase idéntico ao do poligono, usado para as freqiiéncias simples. O
cuidado a ser tomado aqui é que, enquanto antes a ordenada era plotada
no ponto médio da classe, na ogiva o valor acumulado s6 € atingido ao
final da classe.

34



3.5.1 DADOS NOMINAIS

Nem sempre sdo desenhados poligonos para dados nominais, porque a
linha que liga os diversos pontos pode nao fazer sentido.

3.5.2 DADOS NUMERICOS DISCRETOS
NAO AGRUPADOS EM CLASSES

Quando os dados sdo discretos e ndo estdo agrupados, o valor
acumulado muda aos saltos, a cada novo valor da varidvel.

OGIVA DE GALTON

120,0%
100,0%
80,0%
60,0%
40,0%
20,0%
0,0% -

FREQUENCIA

(Fro)

RELATIVA
ACUMULADA
PERCENTUAL

01 2 3 456 7 89
NUMERO DE ATENDIMENTOS

AGRUPADOS EM CLASSES

Quando os dados sdo discretos, o final da classe é o ultimo valor
possivel para a varidvel.

OGIVA DE GALTON

w 60
o 7))
@) 40
£ &

w
= 20
~= E
< 0

1 3 5 7 9
NUMERO DE ATENDIMENTOS

3.5.3 DADOS NUMERICOS CONTINUOS

Mais uma vez € conveniente alertar que os valores sdo acumulados ao
longo da classe e, por esse motivo, as freqiiéncias acumuladas devem ser
plotadas ao final da classe e nao em seu ponto médio como no caso das
freqiiéncias simples.
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OGIVA DE GALTON

<
1,2
E:. 95% 98%
< c 1t >
'Sy
a4 = 00%
r g 0.8
S 3 06+
& = 04 T
R
g < o0, 17%
& 0 ¢ ——

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
LIMITES DAS CLASSES

3.6 DIAGRAMA DE SETORES

O diagrama de setores ou setograma ou ainda, como € conhecido
vulgarmente, diagrama de pizzas ou tortas, divide um circulo na
proporg¢do das partes que compdem o todo. Como a freqiiéncia simples
relativa fr fornece a percentagem ou proporcdo de cada parte, ela
informa o nimero de graus de cada fatia, bastando para isso multiplicar
aquele valor por 3,6 ou 360, num e noutro caso. Isso se deve ao fato que
toda a pizza corresponder a 100% e a 360°.

E importante alertar que fr , a freqiiéncia simples relativa, serve para
dividir a torta, mas, normalmente, o que se coloca escrito dentro da fatia
¢é f, a frequiéncia simples absoluta. As freqiiéncias acumuladas nfo sdo
usadas nos setogramas.

3.6.1 DADOS NOMINAIS

Aqui a torta foi apresentada em perspectiva, mas as percentagens foram
obtidas a partir da tabela, multiplicando fr; por 100 e os angulos foram
conseguidos multiplicando fr; por 360.

DIAGRAMA DE SETORES

6,49 %
16,41% 22,52%

29,01% 25,57%
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3.6.2 DADOS NUMERICOS DISCRETOS
NAO AGRUPADOS EM CLASSES
Os angulos foram obtidos multiplicando-se a coluna fr %, freqiiéncia

simples relativa, por 3,6. Entretanto os valores marcados no gréfico sdo
os de f, freqiiéncia simples absoluta.

DIAGRAMA DE SETORES

AGRUPADOS EM CLASSES

Quando o nimero de fatias € muito alto, o setograma nao € eficiente
como pode ser visto no grafico anterior, mas quando os dados sdo
agrupados, o nimero de partes torna-se razodvel e fornece uma boa
visdo contextual.

SETOGRAMA

3.6.3 DADOS NUMERICOS CONTINUOS

DIAGRAMA DE SETORES
10+ 5
60 15 20
45
100 100
130
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3.7 EXERCICIOS

1.

k)

Histograma.

1) Poligono de freqiiéncias.
m) Ogiva de Galton.

Na seguinte distribui¢do de escores discretos, desenhe:

n) Diagrama de setores
intervalo de classe | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-89 | 90-99
fregiiéncia (f;) 5 8 10 10 9 6

2. Transforme a distribui¢do abaixo de escores (discretos) numa distribuicdo de
freqtiéncias agrupadas com quatro intervalos de classe e depois esboce:

a)

Histograma.

b) Poligono de freqiiéncias.

)
d)

Ogiva de Galton.
Diagrama de setores

escores

1 ]2

3

N

oo

11

Jreqgiiéncia ( f;)

2 |1

1

3. Na seguinte distribuicdo de escores discretos, desenhe:

a)
b)
c)
d)

Histograma.

Poligono de freqiiéncias.

Ogiva de Galton.
Diagrama de setores

intervalo de classe

5-9

10-14 | 15-19

20-24

25-29

30-34 | 35-39 | 40-44

freqiiéncia (f;)

5

6 8

10

9

8 5 5

4. Numa amostragem salarial de 100 estudantes universitirios que trabalham,
obteve-se a tabela abaixo:

niimero de saldrios minimos

niimero de estudantes

0l—2 40
21— 4 30
41— 6 10
61— 8 15
81— 10 5

a) Histograma.

b) Poligono de freqiiéncias.

¢) Ogiva de Galton.

d) Diagrama de setores

5. Trés psicélogas de uma cidade do interior fizeram ao longo de um ano 1.800
atendimentos, conforme a tabela abaixo. Construa o histograma e o diagrama

de setores.
psicologa A B C
atendimentos 720 480 600
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6. Para o quadro de freqiiéncias abaixo, desenhe:

a) Histograma.

b) Poligono de freqiiéncias.
c) Ogiva de Galton.

d) Diagrama de setores

Ordem (j ) classes fi Fj
1 0—I2 3 3
2 2 —l4 5 8
3 4—I16 8 16
4 6—I8 10 26
5 8 —I10 2 28

7. Considere e complemente a tabela abaixo e identifique esboce os seguintes
gréficos:

a) Histograma.

b) Poligono de freqiiéncias.
c¢) Ogiva de Galton.

d) Diagrama de setores

ordem da classe (j ) classe fi
1 2,75 1— 2,80 2
2 2,80 |— 2,85 3
3 2,85 1— 2,90 10
4 2,90 |— 2,95 11
5 2,95 |— 3,00 24
6 3,00 I— 3,05 14
7 3,05 1— 3,10 9
8 3,10 — 3,15 8
9 3,151— 3,20 6
10 3,20 |— 3,25 3

10

> f;=9%
j=1

8. Considere a seguinte distribuicdo de freqiiéncias, correspondente aos
diferentes precos de um livro de estatistica em vinte livrarias pesquisadas.

precos em reais nimero de livrarias
50 2
51 5
52 6
53 6
54 1
> =20

f) Construa o histograma.

g) Faca o poligono de freqiiéncias
h) Desenhe a ogiva de Galton

i) Esboce o setograma.
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4 MEDIDAS DE POSICAO

E dificil trabalhar com uma distribui¢do completa de freqiiéncias, por
isso, utilizam-se outras medidas, umas que fornecem a posi¢do e outras
que dao o grau de dispersdo. Dentre as medidas de posi¢do, as principais
sdo as medidas de tendéncia central ou promédias. As promédias mais
importantes sdo a moda, a mediana e a média aritmética. Outras medidas
de tendéncia central menos utilizadas sdao as médias geométrica,
harmdnica e quadratica. Além das promédias, outras medidas de posi¢do
sdo as chamadas separatrizes que, como o proprio nome indica, separa a
distribui¢do em partes com um determinado nimero de elementos. A
principal separatriz é a mediana, que também ¢ uma medidas de
tendéncia central. As outras separatrizes que serdo estudadas sdo os
quartis, decis e centis.

4.1 MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Para efeitos de exemplificagdo das defini¢des das principais medidas de
tendéncia central, serdo usadas duas distribui¢des, correspondentes aos
dados brutos abaixo. Tais dados hipotéticos referem-se as notas obtidas,
no “provao” do MEC, pelos alunos formandos em Psicologia de duas
universidades distintas.

Universidade A: 4,5,5,6,8,2,8,3,2,7,4,9,
3,7,8,2,6,4,9,7,5,5,7,6

Universidade B: 5,7,6,9,4,7,3,6,4,6,5,6,
8,7,5,8,4,6,8

4.1.1 MEDIA ARITMETICA
MEDIA ARITMETICA SIMPLES

A média aritmética de um conjunto de nimeros € igual ao quociente
entre a soma dos valores do conjunto e o nimero total de valores.
Admitindo que existam r nimeros e seus valores sejam genericamente
representados por x;, o valor médio x é:

n

X.
BPYEIDX:
X =— =
n n

Aplicando-se esta férmula nas distribui¢cdes acima, tém-se:

24
LB m 2%

X, =i=L = 55 e X, =i=l
4 24 24 B 19 19
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Note-se que ndo foi necessdria uma prévia organizagdo dos dados. Esta
é uma das vantagens da média aritmética.

MEDIA ARITMETICA PONDERADA

Se os dados brutos fossem previamente trabalhados de modo a produzir
o rol de uma e outra distribuicao, ficaria:

Universidade A: 2,2,2,3,3,4,4,4,5,5,5,5,
6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,9,9

Universidade B: 3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,6,
7,7,7,8,8,8,9

Entdo poderia ser usada a média aritmética ponderada em substituicao a
média aritmética simples apresentada. Na média ponderada, conta-se o
niimero se vezes f; que aparece cada valor da varidvel x;, multiplica-se
um pelo outro e soma-se os valores obtidos para cada um dos k valores
de x;. O quociente dessa soma pelo nimero total de valores dd a média
ponderada. E mais fécil calcular desse modo quando o nimero de
observagdes for grande. Genericamente, entdo, a média ponderada é
dada por:

RID T I RT,
S xS

— Jj=1 =
X, = k - 8 =
f n

S X

i=1 j=1
5 _Zx _2x343x24+4x3+5x4+6x3+7x4+8x3+9x2
4 n 342+3+4+3+4+3+2

x

EDILERN -y

n 24

Eet £50 5 0s 3

¥ =i=1 _ =1
B k - 7 -
f n
>, X X
j=1 j=1
= _z xf 3x1+4x3+5x3+6x5+7x3+8x3+9x1
i n 1+3+345+3+43+1

> xf 114
X, =% - —— =6
n 19

B

Que sdo os valores encontrados anteriormente.
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4.1.2 MODA

A moda ( Mo )é o valor mais fregiiente da distribuicio. E uma boa
primeira visdo de promédia de um conjunto de valores, porque nao
exige cédlculos. Nem sempre, entretanto, € possivel definir um valor que
caracterize a distribuicdo. Quando isso ocorre, quando ndo se encontra a
moda, diz-se que o conjunto € amodal. Outras vezes, existe mais de uma
moda, sendo entdo chamada a distribuicio de multimodal. Quando a
varidvel € numérica, fica dificil encontrar a moda a partir de dados
brutos, mas basta fazer o rol para que a moda salte aos olhos. Quando a
distribui¢do € nominal a moda torna-se importante por ser a tUnica
medida possivel de tendéncia central. Nos exemplos apresentados, a
partir do rol, vé-se que a moda das notas da universidade B é 6
( Mog = 6 ), com 6 ocorréncias. J4 no caso da universidade A existem
duas modas, 5 e 7 ( Moy, =5 e Mo, = 7 ), pois ambas as notas
apresentam 4 ocorréncias. Portanto, nesse caso o conjunto é bimodal.

4.1.3 MEDIANA

Mediana ( Me ) é o valor de uma série ordenada que deixa um niimero
igual de itens maiores (metade) e menores (a outra metade) do que ele.
Por ser uma separatriz, a mediana ndo pode ser encontrada a partir dos
dados brutos, mas sim a partir do rol, onde os elementos estdo
ordenados. O nimero que indica a ordem ou posi¢cdo em que se encontra
a mediana é chamado de elemento mediano E,g,. Calcula-se E,;. pela
equagdo abaixo em que n é o nimero de elementos da distribuicdo.

n+1
E Me =
2
Isto estabelece duas situagdes possiveis:

NUMERO DE OBSERVACOES E IMPAR

O resultado de Ey, € inteiro e define exatamente o ponto onde se
encontra a mediana. No caso da universidade B, em que n € impar:

_n+l 1941
Me 2 2

E 10

Isso define a mediana como o décimo elemento do rol. Portanto:
Me =6
NUMERO DE OBSERVACOES E PAR

O resultado de Ejy, € um nimero de ordem ndo inteiro que define um
elemento inexistente. A mediana sera a média aritmética dos elementos
vizinhos desse elemento imagindrio. No caso da universidade A, em que
n é par, chega-se a:

_n+l_ 24+1

EMe 2

=125
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Os elementos de ordem 12 € 13 sdo 5 e 6. Portanto:

4.1.4 COMPARACAO ENTRE MEDIA, MEDIANA E MODA

Aqui seré feita uma andlise comparativa sobre a aplicabilidade das trés
promédias, segundo trés critérios distintos. Antes, porém, os dados
obtidos nos exemplos acima serdo resumidos.

RESUMO DOS RESULTADOS DOS EXEMPLOS

Pode-se construir uma tabela com os resultados obtidos nos dois
exemplos dados:

Meédia aritmética Moda Mediana
(X)) (Mo ) (Me)
Universidade A 5,5 5e7 5,5
Universidade B 6 6 6

Pode-se ver que, enquanto no caso B todas as médias deram o mesmo
resultado, no caso A, a moda estd a indicar uma distribuicdo com dois
maximos. Nesse caso, quem melhor informa é a moda, pois com as
outras medidas nao se pode imaginar a “corcova”.

TIPO DE DADOS
Moda Nominal, ordinais e numéricos continuos e discretos
Mediana Ordinais e numéricos continuos e discretos
Média aritmética | Numéricos continuos e discretos

TIPO DE DISTRIBUICAO
Moda Mais préprias para multimodais
Mediana Mais préprias para assimétricas
Meédia aritmética | Mais prdprias para unimodais simétricas

TIPO DE OBJETIVO
Moda Medida rdpida e simples, mas grosseira
Mediana Medida confidvel, ndo influenciada por extremos
Média aritmética | Medida exata, util em estatisticas mais avancadas

4.2 OUTRAS PROMEDIAS

A titulo ilustrativo, serdo apresentadas outra promédias menos
utilizadas. Para exemplificar sua utilizacdo, Imagine as notas de sete
alunos de Estatistica como sendo: &, 6, 7, 8, 9, 7, 8. Nesse caso, a média
aritmética, a mediana e a moda s@o respectivamente 7,571, 8 ¢ §.
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4.2.1 MEDIA GEOMETRICA

SIMPLES
fg = n/ X;
i=1

Para os dados do exemplo:

7
%, =7 x =V8x6x7x8x9x7x8=11.354.752

PONDERADA

4.2.2 MEDIA HARMONICA

Para os dados do exemplo:

SIMPLES
X, = " Para os dados do exemplo:
- 1
— 7 7
= = =7,459
SEL T 1 1 i1 1%
D Aottt
~x 6 7 7 8 8 8 9
PONDERADA
X, =~ nf. Para os dados do exemplo:
J'Z=‘1 Y
— 7 7
X,=— f-=1 =7,459
) ik e ey

=7,516
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4.2.3 MEDIA QUADRATICA

SIMPLES
*q = Para os dados do exemplo:
2 2 2 2 2 2 2
6°+7 +7 +87 +8 +8 +9 =7 625
PONDERADA

Para os dados do exemplo:

6 x1+7°x2+8> x3+9% x1
7

4.3 DADOS TABULADOS, NAO AGRUPADOS

Para efeito de exemplificacdo, considere o exemplo ji visto
anteriormente que gerou a tabela abaixo. Nela, foram acrescentadas
duas colunas. Na primeira, estd a freqliéncia acumulada absoluta. Na
segunda, aparece o produto da freqiiéncia simples pelo valor da

=7,625

varidvel.
Niimero de Ntiimero de meses
J atendimentos meses (acumulado) xif
(x:) (fi) (F;)
1 0 2 2 0
2 1 3 5 3
3 2 4 9 8
4 3 5 14 15
5 4 7 21 28
6 5 8 29 40
7 6 9 38 54
8 7 4 42 28
9 8 3 45 24
10 9 3 48 27
10 10
n=Y f;=48 D x,f;=227
i=1 j=1
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4.3.1 MEDIA ARITMETICA

Essa média é mais facilmente obtida dos dados tabulados, partindo da
nova coluna introduzida que sdo as parcelas necessarias aos cdlculos da
equagao:

4.3.2 MODA

A moda € facilmente determinada nesse caso. Basta encontrar o valor da
varidvel mais freqiiente que é 6 porque aparece 9 vezes (Mo =6 ).

4.3.3 MEDIANA

Aplicando a equagdo que determina o elemento mediano E,;, que define
o nimero de ordem da mediana chega-se a:

E, =n+1=48+1=24’5

<2

Que determina a mediana como a média aritmética dos termos de ordem
24 e 25. A coluna das freqiiéncias absolutas acumuladas F; informa que
até a ordem 5 existem 21 incidéncias e até a 6°, 29. Portanto, ambos, 24
e 25, encontram-se na ordem 6, cujo valor da varidvel € 5. Entdo, a
mediana Me é 5.

4.4 DADOS TABULADOS, AGRUPADOS

Para o caso de dados tabulados, agrupados em classes, serd usado outro
exemplo jad visto, em que foram retiradas algumas colunas
desnecessdrias neste momento e introduzida uma coluna do produto do
valor médio da classe x; pela freqiiéncia f;.

J classes fi X; F; x;f;
1 010 5 5 5 25
2 10 I---- 20 15 15 20 225
3 20 I---- 30 20 25 40 500
4 30 I---- 40 45 35 85 1575
5 40 I---- 50 100 45 185 4500
6 50 I---- 60 130 55 315 7150
7 60 I---- 70 100 65 415 6500
8 70 I---- 80 60 75 475 4500
9 80 I---- 90 15 85 490 1275
10 90 I----1100 10 95 500 950
10 10
k=10 n=7y f;=500 > x,f; =27.200
Jj=1 Jj=1
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4.4.1 MEDIA ARITMETICA

A média aritmética é calculada da mesma forma que para os dados
tabulados ndo agrupados em classes. Utiliza-se o ponto médio da classe
para definir o valor da varidvel x; na férmula. Isso pode introduzir
alguma imprecisdo em relacdo aos dados brutos originais, ji que, ao
serem agrupados em classes, perde-se parte da informacdo. Aplicando a
férmula da média aritmética no exemplo tem-se:

x"f"_z xf Y xf 27200
f > f m 500

=|
Il

=544

™- EM»

1

J

4.4.2 MODA

E extremamente fécil determinar qual a classe modal, bastando para isso
verificar qual apresenta a maior incidéncia. No exemplo, €é a 67 classe,
pois tem uma freqiiéncia simples de 130. A questdo, agora, ¢ determinar
qual o valor modal dentro do intervalo que vai de 50 a 60? Para isso, sdo
usados mais de um critério. Eles serdo rapidamente apresentados a
seguir. No caso do exemplo dado, o trés critérios conduzem a um
mesmo valor modal.

MODA BRUTA

Toma-se simplesmente o valor do ponto médio da classe modal. No
exemplo, como o valor médio da 6* classe € 55, este serd o valor modal
(Mog =55).

METODO DE KING

Este método leva em consideracdo as freqiiéncias simples das classes
adjacentes. Procura aproximar a moda do limite da classe vizinha mais
populosa. A equacdo é:

fr

Mo, =Li+Ac ———
fatto

Onde Li € o limite inferior da classe modal, Ac é a amplitude da classe
modal e f4 e fp sdo as freqliéncias simples absolutas das classes anterior
e posterior a classe modal.

No caso do exemplo fica:

100

Mo, =50+10————=55
100+100
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METODO DE CZUBER

Este método leva em consideragdo, além das freqiiéncias das classes
adjacentes, a freqiiéncia simples absoluta da classe modal fy,. E o
método mais completo e é calculado por:

Mo, = Li+ Ac oo = I
ZfMo_(fp+fA)

No caso do exemplo:

130-100
2 x130-100+100

Mo, =50+10

4.4.3 MEDIANA
CALCULO DA CLASSE MEDIANA

Para encontrar a classe mediana, ou seja, a classe em que se encontra a
mediana, acha-se o elemento mediano e procura-se, por este nimero de
ordem, a classe em que ele se encontra. O cdlculo do elemento mediano,
para os dados agrupados em classes, se forem continuos, € feito por uma
férmula diferente da vista até aqui. E a seguinte, em que n é o nimero
de elementos:

n
EMe = 5
Para o exemplo:

E,, =5%=250

Pela freqiiéncia absoluta acumulada F;, vé-se que até a 5* classe
encontram-se 185 observacdes e, até o final da 6° 315. Portanto a 6*
classe € a classe mediana.

CALCULO DA MEDIANA

Considerando Li o limite inferior da classe mediana, Ac a amplitude da
classe mediana, fy, a freqiiéncia simples absoluta da classe mediana e
F, a freqiiéncia acumulada absoluta da classe anterior a classe mediana,
tem-se:

Me=Li+AcM

Me
No exemplo, como a classe mediana € a sexta:

250185 _

Me=50+10 55
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4.5 SEPARATRIZES

Algumas outras medidas de posi¢do sdo muito utilizadas. Caracterizam-
se por ndo serem medidas de tendéncia central, mas nem por isso
deixam de ter sua importincia. Assemelham-se a mediana, na medida
que também dividem a distribui¢do em partes com o0 mesmo nimero de
elementos, embora ndo como aquela que o faz em duas metades, ou
seja, a partir do centro. Os préprios nomes esclarecem em quantas
partes é dividida a distribuicdo. Quartis, decis e centis ou percentis
repartem o conjunto, respectivamente, em 4, 10 e 100 partes com o
mesmo numero de elementos. Pela semelhanga, as férmulas s@o todas
muito parecidas com as do cdlculo da mediana.

4.5.1 QUARTIS

Calcula-se o elemento quartil da distribui¢do Ey; , a partir do nimero n
de elementos, onde i € o niimero do quartil, através de:

E . .=— onde i=1,2¢e3.

Analogamente a mediana, com o elemento quartil, descobre-se a classe
em que se encontra o quartil procurado. Entdo, com o limite inferior Li
dessa classe, com a sua amplitude Ac e sua freqiiéncia simples absoluta
Jfo » além da freqiiéncia absoluta acumulada da classe anterior F,, pode-
se calcular o quartil desejado.

E,,—F
Q,=Li+Ac—% 2~

Q

4.5.2 DECIS

Calcula-se o elemento decil da distribui¢do Ej ; , a partir do nimero n
de elementos, onde i € o nimero do decil, através de:

in

E. .=—
Di 10

onde i=1,2,3,.,09.

Analogamente a mediana, com o elemento decil, descobre-se a classe
em que se encontra o decil procurado. Entdo, com o limite inferior Li
dessa classe, com a sua amplitude Ac e sua freqiiéncia simples
absoluta fp, além da freqiiéncia absoluta acumulada da classe anterior
F 4, pode-se calcular o decil desejado.

E, -F
D,=Li+Ac =24

D
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4.5.3 CENTIS OU PERCENTIS

Calcula-se o elemento centil ou percentil da distribui¢do E¢ ; , a partir
do nimero n de elementos, onde i € o nimero do centil, através de:

o = onde i=1,2,3...99,
100

Analogamente a mediana, com o elemento centil, descobre-se a classe

em que se encontra o centil procurado. Entdo, com o limite inferior Li

dessa classe, com a sua amplitude Ac e sua freqiiéncia simples

absoluta f¢, além da freqiiéncia absoluta acumulada da classe anterior

F 4, pode-se calcular o centil desejado.

E., -F
C,=Li+Ac—S A
C
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4.6 EXERCICIOS

1.

Sete empregados de uma empresa tém saldrios de R$ 1530,00, R$ 1360,00,
R$ 1530,00, R$ 680,00 R$ 170,00 R$ 1020,00 R$ 510,00. Calcule:
a) salario modal
b) O salario mediano
¢) O salario médio
Se a empresa acima admitir mais um funciondrio, percebendo R$ 170,00,
como se modificam os valores anteriormente calculados?
Para os escores 205, 6, 5, 5, 5, 2 e 1 calcule a moda a mediana e a média.
Qual das medidas de tendéncia central ¢ inadequada para descrever essa
situagdo?
Seis estudantes de psicologia foram testados por um instrumento que produz
medidas de natureza intervalar. O objetivo da pesquisa era mensurar suas
atitudes em relacdo a um grupo minoritdrio. Suas respostas , numa escala de
1 a 10 (quanto maior o escore, maior a tolerancia), foram: 5, 2, 6, 3, 1 e 1.
Calcule a moda, a mediana e a média.
Encontre a moda, a mediana e a média para os escores abaixo:
a) 10,12,14,8,6,7,10, 10 d) 5,4,6,6,1,3
b) 3,3,4,3,1,6,5,6,6,4 e) 8,6,10,12,1,3,4,4
c) 8,8,7,9,10,5,6,8,8 f) 12,12,1,12,5,6,7
Os escores relativos a atitudes de 31 estudantes frente a um grupo minoritério,
foram dispostos na seguinte distribui¢do de freqiiéncias (quanto maior, mais
favoravel a atitude). Calcule a média, a moda e a mediana:
Escore 1 2 3 4 5 6
freqtiéncias 2 4 5 7 6 4 3
Dada a distribuig@o abaixo, calcule a moda , a média e a mediana:

Escore 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
freqiiéncias | 1 1 2 5 7 9 8 6 4 3
A tabela abaixo representa a distribui¢do salarial em nimero de saldrios
minimos de 100 estudantes de uma universidade. Encontre o saldrio médio

mediano e modal, este segundo os trés critérios (Bruta, King e Czuber).
N° de salarios minimos | Ol—2 | 2|—4 | 4|—6 | 61—8 | 81— 10
N° de estudantes 40 30 10 15 5
A tabela abaixo apresenta os resultados de varias andlises de uma substincia

quimica, em percentagens. Determine a média e a mediana da distribuigdo.

% 0l—16 |161—32]321—48|481—64|641—80|801—96

freqiiéncia 3 3 6 8 4 1
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10. Dadas as distribuicdes de freqiiéncias abaixo, encontrar a moda bruta, a
mediana e a média aritmética.

a)
Intervalo de classe 5-9 10-14 15-19 20-24
freqiiéncia 5 8 4 2
b)
Intervalo de classe | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-89 | 90 - 99
freqiiéncia 3 2 3 15 17 16
c)

Intervalo de classe 5-7 8-10 11-13 14 -16 17-19

freqiiéncia 1 5 6 3 2

11. Seja a distribuicao das estaturas dos alunos de um curso:

Estatura (cm) Numero de alunos
140 I— 150 5
150 I— 160 10
160 I— 170 30
170 I— 180 40
180 I— 190 10
190 I— 200 5
Determinar:
a) A estatura média.
b) A estatura modal (Czuber).
c) A estatura mais freqiiente (King).
d) A estatura mediana.
e) Os limites onde estdo compreendidos 50% das estaturas intermedidrias.

12. Diversas pesagens de sacas de determinado produto determinam a
distribui¢do abaixo:

Pesos (kg) Numero de sacas
14,55 1— 15,05 1
15,05 I— 15,55 3
15,55 1— 16,05 8
16,05 |— 16,55 9
16,55 1— 17,05 10
17,05 1— 17,55 6
17,55 1— 18,05 3

a)
b)
9
d)
e)

Qual a média da distribuicdo?

Qual a mediana?

Qual a moda segundo os trés métodos?

Qual o septuagésimo quinto centil?

Qual o terceiro decil?

A percentagem de sacas entre a mediana e o 75° centil?
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13. A tabela abaixo mostra uma avaliacdo comportamental (quanto maior a nota,
mais satisfatério o comportamento).

Notas 501—60 | 60— 70 | 701— 80 | 801—90 |90 I— 100
N° de alunos 5 10 20 10 5
Calcule:
a) A média. e) 3° quartil.
b) A moda ( as trés). f) 6°decil.
¢) A mediana. g) 85° centil.
d) 1°quartil.
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5 MEDIDAS DE DISPERSAO

As medidas de tendéncia central ddo uma boa idéia das distribui¢des, mas
ndo fornecem informacdes a respeito de como os dados se espraiam em
torno dos valores médios. Para isso, sdo adotadas outras medidas, as de
desvio ou dispersdo. Abaixo sdo apresentadas trés séries numéricas:

Série A: 7,8,9,10, 11, 12. 13.
Série B: 1,3,6, 10, 14, 17, 19.
Série C: 1007, 1008, 1009, 1010, 1011, 1012, 1013.

Pode-se ver que dez € tanto a média aritmética como a mediana das duas
primeiras séries. Portanto, as promédias ndo dizem tudo a respeito da
natureza de um conjunto de dados, pois € facil perceber que as duas séries
possuem caracteristicas bem distintas, jd que a primeira estd muito mais
concentrada em torno da média.

Ha dois tipos de medidas de dispersdo: as absolutas e as relativas. A
primeira e a terceira séries acima tém a mesma dispersdo absoluta, mas é
evidente, pela simples observacao, que, relativamente aos valores médios,
a série C apresenta desvios muito menores. A compreensdo e o cdlculo
das medidas de dispersdo absoluta facilita o entendimento e possibilita a
determinac¢@o quantitativa das medidas de dispersdo relativa que serdo
vistas no final.

Para efeitos de exemplificacdo, além das séries acima, serd usada a tabela
abaixo, que ja foi apresentada anteriormente:

Ordem (j) Varidvel ( x;) Fregiiéncia (f; )
1 0 2
2 1 3
3 2 4
4 3 5
5 4 7
6 5 8
7 6 9
8 7 4
9 8 3
10 9 3
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5.1 MEDIDAS INTERVALARES
5.1.1 AMPLITUDE TOTAL

DEFINICAO

E a diferenca entre os valores extremos do conjunto:

At=xy — X,
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Nas trés séries acima:
At; =13-7T=6 , At, =19-1=18 e At; =1013-1007 =6

No caso de dados tabulados ndo agrupados em classes, como na tabela
acima:

At=9-0=9

Quando os dados sdo agrupados em classes € ndo dispomos dos dados
brutos que originaram a tabela, dois métodos podem ser usados para
estimar a amplitude total da distribuicdo. Num, usam-se os valores
médios das classes limites da distribuicdo. No outro, mais indicado,
utilizam-se os valores limites dessas classes limites. Genericamente, as
equagdes ficam num e noutro caso, ficam:

m

At =Xy~ X; e At=xp -x ,

RESTRICOES

A amplitude total dd uma visdo rdpida e superficial da dispersao em quase
todos os casos. Embora em alguns deles ela seja satisfatéria na medida da
dispersdo - como ocorre, por exemplo, com as mdximas e minimas

temperaturas ou precipitagdes pluviométricas -, hd restricdes a sua
utilizacdo, na maioria das vezes. Elas podem ser resumidas em duas:

® Valores anormais afetam a medida de modo acentuado. Um valor
atipico ou mesmo uma tinica medida errada modifica drasticamente
o valor da amplitude. Se na série C, apresentada acima, houvesse
mais um nimero, treze, por exemplo, a amplitude total passaria de
seis para mil.

e Se forem tomadas vdrias amostras de uma mesma populacdo, os

valores da amplitude das amostras vao diferir, o que por si sé ja
demonstra a pouca utilidade quantitativa deste parametro.

5.1.2 DESVIO QUARTIL
DEFINICAO
Também chamado de amplitude inter-quartilica, o desvio quartil é a

média aritmética das diferencas entre a mediana e o primeiro e terceiro
quartil, o que resulta em:

dy = ;-0

2

No intervalo entre estes dois quartis encontram-se exatamente metade
dos itens.
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CRITICA

Deve ser usado quando a medida de tendéncia central for a mediana
O desvio quartil tem a vantagem de ndo ser afetado por valores
extremos. Nao apresenta o inconveniente discutido no caso da
amplitude total.

e Tem o inconveniente de ndo ser influenciado pela forma com que os
dados se distribuem, internamente, nas trés regides separadas pelos
quartis que aparecem na sua férmula.

5.2 DESVIO MEDIO
5.2.1 DEFINICAO

E a média aritmética dos valores absolutos dos desvios em relagdo a
uma medida de tendéncia central que pode ser a média ou a mediana. A
mais utilizada das duas é a primeira. Por isso quando se fala sobre
desvio médio, simplesmente considera-se que se trata do desvio médio
em relagdo a média aritmética. A principal vantagem do desvio médio
em relacdo as medidas intervalares é que ele leva em conta todos os
valores da distribui¢do. E menos usado que o desvio padrio, que serd
visto posteriormente, e tem em relagdo a este a desvantagem adicional
de exigir o prévio cdlculo da média ou da mediana para que a tabela seja
completada.

5.2.2 DADOS BRUTOS
DESVIO MEDIO EM RELACAO A MEDIA ARITMETICA

Para dados ndo tabulados, o desvio médio pode ser calculado
diretamente a partir deles e de sua média aritmética, mediante:

n n
X, —X d;
I A T
n n n

Para as séries numéricas A, B e C vistas acima, chega-se a:

— | 7-10+|8-10/+...+[13-10] 12

i, _[1-10/+] 3—107+...+ 19-10) =§=5’714

7 1007 -1010] +| 1008 —1010| +...+| 1013 -1010
C =

=1,714
7
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DESVIO MEDIO EM RELACAO A MEDIANA

Para dados néo tabulados, o desvio médio pode ser calculado diretamente
a partir deles e de sua mediana, mediante:

n n

D | xi-Me| D |dy |

_i=1I _i=1I

n n

dMe

Como a mediana € igual a média aritmética nas series A, B e C, os
valores desses desvios sdo os mesmos que ja foram calculados.

5.2.3 DADOS TABULADOS
DEFINICAO

O célculo do desvio médio para dados tabulados é feito pelas equacdes
abaixo, em relacdo a média aritmética ou a mediana, respectivamente:

k k
> |xi-x|f X |4

Joi=1 _j=1 _2 ldlf
k n n
2 fi
j=I
k k
Y |xi-Melfy Y |due | S
4. —i=l _j=1
Me — k - n
2 fi
j=I

Se os dados forem agrupados em classes, toma-se o valor do ponto
médio da varidvel para efetuar os cdlculos acima.

EXEMPLO DA TABELA

Como apenas o desvio em relacdo a média aritmética é usualmente
utilizado, somente ele serd calculado no exemplo abaixo.

Preenche-se os dados da tabela anteriormente apresentada, até a quarta
coluna para, com isso, poder calcular a média aritmética necessdria para

completar a tabela.

A média aritmética é dada por:

f=z o2 =27 _4729
Y f n 48

Ap6s completada a tabela:
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J=Z [ ]f _ 90,626 1888
n 48

Jo\ x| fi|xifi| dj=x;-X ‘dj‘ ‘dj‘fj
1 0 2 0 0-4,729 =-4,729 4,729 9,458
2 1 3 3 1-4729=-3,729 3,729 11,187
3 2 4 8 2-4729=-2729 2,729 10,916
4 3 5 15 3-4,729=-1,729 1,729 8,645
5 4 7 28 4-4729=-0,729 0,729 5,103
6 5 8 40 5-4,729=0,271 0,271 2,168
7 6 9 54 6-4,729=1,271 1,271 11,439
8 7 4 28 7-4729=2271 2,271 9,084
9 8 3 24 8-4,729 =3,271 3,271 9,813
10 9 3 27 9-4729=4271 4,271 12,813

48 227 90,626

5.3 DESVIO PADRAO PARA DADOS BRUTOS
5.3.1 VARIANCIA

A questdo das discrepancias terem de ser tomadas em mddulo, para
evitar que sejam anuladas no célculo do desvio médio, sugere um outro
tipo de medida que torne desnecessdria esta providéncia. Chama-se
varidncia e usa o quadrado dos desvios individuais. A férmula da
variancia € muito importante porque serd base para o célculo do desvio
padrdo que € a medida de dispersdo mais utilizada.

Zsl (x; -x) Zfl d;’
o2 =izl _i=1

n n

No caso das séries A, B e C, a variancia é:

> (7-10)* +(8-10)* +...+(13-10)* 28
0'A= 7 =7=4

2 2 2
0'32=(1'10) +(3—102 +..+(19-10) =¥=41’714

52 o (1007-1010)* + (1008 -1010)* +...+(1013-1010)* _ .
¢ 7

A férmula de cdlculo acima apresenta 0 mesmo inconveniente do desvio

médio, que € a necessidade de encontrar os desvios individuais. Aqui,

todavia, pode-se encontrar a varidncia mediante a seguinte expressao

que é equivalente:
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2
n

n
2
2 x| 2 _
O.2=l=1 _ l:l =f2_f2=x2_f2
n n q

Onde X, € chamada de média quadrdtica e vale a raiz quadrada da

média dos quadrados:

n
Z x;?
i=1

n

De onde: X, =x"=

A varidncia pode ser calculada como a diferenga entre os quadrados da
média quadratica e da média aritmética.

Que no caso das séries numéricas apresentadas fica:

o 77 +87 492 4107 +117 +127 +132 728

Oi 102 ="22-100=4
7 7
2 2 2 2 2 2 2
op o3 HETHIO 1474177 419 —102=932—100=41,714

7

5 10072 +1008% +...+1013>
O'C = 7

—-10102 =%-1020100 =4

Que sdo os mesmos valores ja encontrados.

5.3.2 DESVIO PADRAO

A variancia apresenta uma dificuldade ligada ao fato de ndo ter a
dimensao da unidade da medida. Um conjunto de medidas de
comprimento em metros, por exemplo, tem como unidade de varidncia
metros quadrados que € unidade de 4rea e ndo de comprimento. Essa
questdo € resolvida pela definicdo de uma grandeza que € a raiz
quadrada da variancia, chamada desvio padrao.

n n
(x-—:?)2 d;’
= TR T

n n

A férmula alternativa fica:
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o= /0.2= i=1 _ |i=1 — 22_22= x2__f

Nas séries A, B e C o desvio padrao é:

o4 =y} =Vi=2

Op =y OF =4/41,714 =6,459

oc =\/¥ =J4=2
5.3.3 POPULACAO E AMOSTRA

As formulas apresentadas para o cdlculo da varincia e o desvio padrao
sdo apropriadas para distribui¢bes em que toda a populagio &
considerada. Quando o calculo é realizado sobre dados retirados de
amostragens parciais da populacdo, a conclusdo sobre os valores
daquelas grandezas precisam sofrer corregdes. Elas derivam da reducdo
de um dos graus de liberdade, pois a ultima discrepancia ndo é
independente. Assim, o valor de n deve ser substituido por n-I nas
férmulas anteriores. Abaixo, sdo apresentadas as relacdes que permitem
encontrar as variancias e desvios padrdes da populacdo, a partir dos
valores correspondentes para as amostras que ja foram vistos.

E importante salientar que, em qualquer dos casos, busca-se saber os
valores da variancia e do desvio padrdo da populacdo. Quando se dispde

de todos os dados da populacdo, ndo hd a necessidade das correcdes e
usam-se as férmulas ja vistas.

VARIANCIA E DESVIO PADRAO POPULACIONAL

Os valores da variincia e desvio padrdo abaixo sdo obtidos a partir da
populagao:

fxf Z Xi _
_i=1 i

n n

2

Varincia: o

Desvio Padrio: o= \/0'2 = x? -x?
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VARIANCIA E DESVIO PADRAO AMOSTRAL

Os valores da variancia e desvio padrdo sdo obtidos a partir do valores
correspondentes encontrados para a amostra extraida da populagdo.
Encontram-se ¢ ¢ & como se a amostra fosse a propria populagio e
efetuam-se as correcdes abaixo para a estimacdo dos valores

populacionais:
o n
Variancia: s2 =0 2
n-1
. B / n
Desvio Padrao: s = s2 =0

n—1
Quando a populagdo € a propria amostra estas corre¢des ndo sao feitas e
pode-se concluir que:

5.3.4 PROPRIEDADES

e Somando (ou subtraindo) todos os nimeros de uma distribui¢do por
uma constante, o desvio padrdo ndo se altera.

®  Multiplicando (ou dividindo) todos os nimeros de uma distribui¢ao
por uma constante, o desvio padrao fica multiplicado (ou dividido)
pela mesma constante

e desvio padrao é sempre maior que o desvio médio

5.4 DESVIO PADRAO PARA DADOS TABULADOS
5.4.1 CALCULO DA VARIANCIA E DO DESVIO PADRAO

Quando os dados sdo tabelados, para cada valor da varidvel existe uma
freqii€ncia e por isso as férmulas se alteram para facilitar o cdlculo. Nao
importa se os dados sdo ou ndo agrupados em classes, pois aplica-se o
valor da varidvel ou seu valor médio para cada classe. As equacdes
ficam:

VARIANCIA POPULACIONAL

k
(xj-x)° f; i
2=j§1 J J Z J Zd f de

k n f n
2t 2

Ou através da formula mais facil de calcular:
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2 2
Z X f; Z x; fj Z X f; x; fj
2 _J=1 j=1 j=1 j=1
a - —
k k n n
fi > S
j=1 j=1

Expressdo que apresentada em uma forma simplificada fica:
2 2 2 2
Gz_fo_ 2 xS _fo_fo —2 _ 32
z f z f n n

Onde a média dos quadrados e a média aritmética podem ser calculadas,
respectivamente, através de:

k k
> x5l X szfj_Zfo_szf

P=j=1 _J=1
kfj n Zf n
j=1
k k
x.f. x.f.
E_j=1 J J_ng J J_fo_zxf
Sk - n - Zf T on
/i

A partir dai, os célculos e observacdes referidos para as demais medidas
de dispersao sdo vdlidos, como pode ser visto a seguir.

DESVIO PADRAO POPULACIONAL

VARIANCIA AMOSTRAL

DESVIO PADRAO AMOSTRAL

s=Vs? = "
n-—1
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5.4.2 EXEMPLO DA TABELA

METODO DOS DESVIOS OU PELA DEFINICAO

No exemplo da tabela, novas colunas foram introduzidas para que seja
possivel calcular o desvio padrdo.

Para que o preenchimento a partir da quinta coluna possa ser efetivado,
ha que, anteriormente, calcular a média aritmética, dada por:

2 2 22T,

X =

D f n 48

Jolx | xS dj=x;-x d’ d’f,
1 0 2 0 0-4,729=-4,729 | 22,363 | 44,726
2 1 3 3 1-4729=-3,729 | 13,905 | 41,715
3 2 4 8 2-4729=-2729| 7,447 29,788
4 3 5 15 3-4,729=-1,729 | 2,989 14,945
5 4 7 28 4-4729=-0,729 | 0,531 3,717
6 5 8 40 5-4,729=0,271 0,073 0,584
7 6 9 54 6-4,729=1,271 1,615 14,535
8 7 4 28 7-4,729=2271 5,157 20,628
9 8 3 24 8-4,729 =3,271 10,699 | 32,097
10 9 3 27 9-4729=4271 18,241 | 54,723

48 227 257,458

Entdo, pode-se encontrar a variancia populacional:
3 2
2 dj f;
2 _Jj=1

257458
S -
2
=

48

o =5,364

METODO DA MEDIA QUADRATICA OU SIMPLIFICADO

Para evitar a necessidade do cdlculo dos desvios ou discrepancias,
calcula-se a média quadratica:

j Xj fj Xj fj szfj
1 0 2 0 0
2 1 3 3 3
3 2 4 8 16
4 3 5 15 45
5 4 7 28 112
6 5 8 40 200
7 6 9 54 324
8 7 4 28 196
9 8 3 24 192
10 9 3 27 243
48 227 1331
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Portanto, com um unica coluna de fécil célculo, tem-se tudo que &

preciso para determinar a varidncia populacional:

2 2 2
X X
2 f_[Z, fj =x2_x2=1221_(%4287] =5.364

N Y

CALCULO DOS DESVIOS PADROES

Com o valor da variancia populacional: o2 =5364

Pode-se achar o desvio padrdo populacional:

o=vo? =52 -%? =\ x2 —%? =,/5.364 =2.316
q

Também encontra-se a varidncia amostral, ou seja, pode-se estimar a
variancia da populac@o de onde foi extraida a amostra:

48 =5,478

s2=¢g2 " —5364
n-1

E o desvio padrao amostral:

s =\/? =./5,478 =2,341

5.5 MEDIDAS DE DISPERSAO RELATIVA
5.5.1 COEFICIENTE DE VARIACAO DE PEARSON

E o mais utilizado e, por isso, o mais importante. Pode ser apresentado
na forma de proporc¢do ou percentual. E definido, num e noutro caso,

através de:

8|

CVp = 100

8| =

CVP =

Quando for amostrada toda a populacdo, o célculo do desvio padrdo nao
precisa ser corrigido e as equagdes acima ficam mais simples:

cvp =2 CVp =100
7 7

Para as séries A, B e C e a tabela chega-se aos Coeficientes de Variagdo

de Pearson na tabela abaixo:
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Coeficiente de Variacdo de Pearson

Proporcional | Percentual | Proporcional | Percentual
Série A 0,2000 20,00 0,2160 21,60
Série B 0,6459 64,59 0,6977 69,77
Série C 0,00198 0,198 0,00214 0,214
Tabela 0,4897 48,97 0,4950 49,50

Valores esses consistentes com as séries e tabela apresentadas, pois o
pequeno desvio relativo da série C aparece nitidamente no Coeficiente
de Pearson.

5.5.2 COEFICIENTE DE VARIACAO DE THORNDIKE

Assemelha-se com o de Pearson a excecdo de que € calculado em
relacdo a mediana em lugar da média aritmética:

cvy =2 CVy = 100 -2
Me Me

CVp =—— CVy =100——
Me Me

5.5.3 DESVIO QUARTIL REDUZIDO

E o quociente entre o desvio quartil e a mediana. Pode ser apresentado
na forma de propor¢do ou de percentagem:

d - d -
_7Q=Q3 QI dQR =100 7Q= 50 Q3 Ql

R~ Me ™ 2Me Me

5.5.4 COEFICIENTE QUARTILICO DE VARIACAO

Definido pelas relagcdes abaixo, nos dois modos, proporcional ou

percentual:
Cv, 1 CV,y =100 2~ 0,
0; +0; 03+ 0
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5.6 EXERCICIOS

1. Cinco estudantes obtiveram as seguintes notas em um exame: 7, 5, 3, 2 e 1.
Calcule a amplitude total, o desvio médio, a varidncia, o desvio padrdo e o
coeficiente de variacdo de Pearson.

2. Calcule para os seguintes conjuntos de escores, a amplitude total, o desvio
médio, a varidncia e o desvio padrdo e o coeficiente de variagdo de Pearson.

a) 3,5,4,5,1
b) 6,1,6,3,7,4
¢ 12,10,12,9,8

3. Numa escala destinada a mensurar atitudes para com o problema da
segregacdo racial, duas classes de universitirios obtiveram os seguintes
pontos:

Classe A > 14,1,6,2,1 e Classe B 2> 3,1,2,4,3,2

Compare a variabilidade de atitudes relativamente a segregacdo racial entre
os membros das classes A e B mediante a determinacdo da amplitude total, o
desvio médio, a variincia e o desvio padrdo e o coeficiente de variagcdo de
Pearson.

4. Calcule a varidncia e o desvio padrio para as seguintes distribuicdes
freqiiencial de escores.

a)
Escores 1 2 3 4 5
Freqii€ncias 2 2 6 5 3
b)
Escores 1 2 3 4 5 6 7
Freqiiéncias 1 3 4 7 5 3 2
©)
Escores 5 6 7 8 9 10
Freqiiéncias 3 4 7 8 5 2
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5. Calcule nas tabelas seguintes, para dados agrupados em classes, a amplitude
total, a varidncia, o desvio padrdo e o coeficiente de variacdo de Pearson.

a)
Escores 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-89 | 90-99
Freqiiéncias 2 3 4 8 6
b)
Escores 5-7 8-10 11-13 | 14-16 | 17-19
Freqii€ncias 1 5 6 3 2
©)
Escores 5-9 10- 14 15-19 20 - 24
Freqiiéncias 5 8 4 2

6. A tabela abaixo representa a ja apresentada distribui¢do salarial em nimero
de saldrios minimos de 100 estudantes de uma universidade.

N° de sal. minimos 0l—2 | 2—4]|41—6 | 6l—8 [|8I— 10
N° de estudantes 40 30 10 15 5

a) Encontre as medidas de dispersdo absolutas: amplitude total, desvio
quartil, desvio médio e desvio padrao.

b) Encontre as medidas de dispersdo relativas: coeficientes de variagdo
de Pearson e Thorndike, desvio quartil reduzido e coeficiente
quartilico de variagéo.

7. Discuta a dispersdo absoluta e relativa nos dois casos abaixo:
a) Dois conjuntos de nimeros

A = {1.000, 1.001, 1.002, 1.003, 1.004, 1,005} e
B=1{0,1,2,3,4,5)

b) Resultados de duas provas de estatistica em turmas diferentes:

Turma A >
Turma B ->

=5 c S=2,5

=4 e s=2,0

=| &
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8. A tabela abaixo refere-se ao problema da espessura das folhas, j4
parcialmente resolvido anteriormente. Encontre a variancia, o desvio padrio,

o coeficiente de Pearson e o desvio quartil.

Espessura ( mm ) Freqiiéncia (f;)
1,41— 1,6 5
1,6 — 1,8 12
1,8 1—2,0 23
2,01—22 23
221—24 14
241—26 7
2,61 —2,8 -
2,81—3,0 -
3,01—3,2 16

9. Encontre o desvio padrdo e o coeficiente de variacdo de Pearson abaixo:

Classe Freqiiéncia (f;)
0,51—25 11
251—4,5 47
451—6,5 87
6,51—38,5 134
8,51— 10,5 200

10,51— 12,5 198
12,51— 14,5 164
14,51— 16,5 102
16,51— 18,5 48
18,51— 20,5 6
20,51—22,5 3

10. Encontre a variancia e o desvio padrio da distribuicdo abaixo, admitindo que
ela seja uma amostra da populagdo ou a prépria populacio.

Classe Freqiiéncia (f;) Classe Freqiiéncia (f;)
01— 10 12 60 1— 70 48
10— 20 15 70 |— 80 40
20 1— 30 19 80 1— 90 30
30 |— 40 22 90 |— 10 16
40 |— 50 30 100 [— 100 4
50 |— 60 56 110 1— 120 2
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6 MEDIDAS DE DISTORCAO

As medidas de posicdo e de dispersdo ndo bastam para descrever
totalmente uma distribuicdo. Além das diferencas quanto a média e a
variabilidade, as distribuicdes apresentam-se sob formas distintas. O
grau de deformacdo pode ocorrer sob dois aspectos que produzem dois
tipos de medidas, as de assimetria e curtose.

6.1 ASSIMETRIA OU ENVIESAMENTO

A figura abaixo apresenta trés curvas ou distribui¢des de freqiiéncias
que possuem caracteristicas distintas.

Mo = Me = Xx

CURVA SIMETRIQA CURVA ASSIMETRICA CURVA ASSIMETRICA
SEM DEFORMACAO A DIREITA A ESQUERDA

6.1.1 SIMETRICAS OU SEM DEFORMACAO

N

A primeira das curvas acima é simétrica, os valores a esquerda e a
direita da moda ficam igualmente distribuidos. Por isso, a moda , a
mediana e a média aritmética coincidem.

6.1.2 ASSIMETRICA POSITIVA

Uma distribuicdo com deformagdo positiva ou desviada a direita é
inclinada e apresenta a cauda direita mais alongada, como mostra a
curva central na figura acima. Neste caso, a média aritmética € maior
que a mediana e esta maior que a moda, pois os valores ficam

concentrados na extremidade inferior. Este € o tipo de curva mais
comum.

6.1.3 ASSIMETRICA NEGATIVA

Uma distribuicdo com deformacdo negativa ou desviada a esquerda é
inclinada e apresenta a cauda esquerda mais alongada, como mostra a
curva da direita na figura acima. Neste caso, a média aritmética € menor
que a mediana e esta menor que a moda, pois os valores ficam
concentrados na extremidade superior. Este tipo de curva é raro.
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6.2 CURTOSE

A figura abaixo apresenta trés curvas ou distribui¢des de freqiiéncias
que possuem caracteristicas distintas, embora sejam simétricas - jd que
tém mesmas medianas , modas e médias. Duas delas apresentam uma
distor¢ao caracterizada por um achatamento ou afilamento em relag@o a
primeira que é normal. Esse fendmeno é conhecido por curtose.

MESOCURTICA LEPTOCURTICA PLATICURTICA

6.2.1 MESOCURTICA

O grau de achatamento € da curva normal, conforme pode ser visto na
curva da esquerda, acima.

6.2.2 LEPTOCURTICA

O grau de afilamento € alto, maior que o da curva normal, formando
uma espécie de bico, conforme pode ser visto na curva central, acima

6.2.3 PLATICURTICA

O grau de achatamento € alto, maior que o da curva normal, formando
uma espécie de platd, conforme pode ser visto na curva da direita,
acima.

6.3 DISTRIBUICOES EXEMPLOS

Para efeito de calculos das diversas medidas de assimetria e curtose que
serdo introduzidas a seguir, serdo usadas cinco distribui¢des diferentes.
Elas, de modo imagindrio, referem-se as notas obtidas por 5 turmas de
30 alunos cada, de uma disciplina de Estatistica.. A quantidade de
alunos, em cada classe de notas agrupadas, € dada por:

TURMA A: [0-2)2:[2-4)6;[4-6) 14;[6-8) 6 ¢ [8 - 10] 2.
TURMA B: [0-2) 5;[2-4) 10;[4-6)7;[6-8) Se [8 - 10] 3.
TURMA C: [0-2) 1;[2-4)4;[4-6)8:[6-8) 11 e[8-10] 6.
TURMA D: [0-2) 2; [2-4)4;[4-6) 18;[6-8) 4 e [8 - 10] 2.
TURMA E: [0-2)2;[2-4)8;[4-6) 10; [6-8) 8 ¢ [8 - 10] 2.

A partir desses dados , abaixo foram construidas as tabelas completas.
Para o uso das medidas que ndo utilizam o conceito de momento, ndo

sd0 necessarias as ultimas duas colunas.

72



6.3.1

6.3.2

6.3.3

6.3.4

6.3.5

TABELA A

Jj Classes fi X; F; x;f; x,-2 fi x,~3 £ x,~4 fi
1 01—2 2 1 2 2 2 2 2
2 21—4 6 3 8 18 54 162 486
3 41—6 14 5 22 70 350 1.750 | 8.750
4 61—8 6 7 28 42 294 2.058 | 14.406
5 81— 10 2 9 30 18 162 1.458 | 13.122
30 150 862 5.430 | 36.766
TABELA B
Jj Classes fi X; F; x;f; x,-2 fi xi3 f; xi4 fi
1 0l—2 5 1 5 5 5 5 5
2 21—4 10 3 15 30 90 270 810
3 41—6 7 5 22 35 175 875 4.375
4 61—8 5 7 27 35 245 1.715 | 12.005
5 81— 10 3 9 30 27 243 2.187 | 19.683
30 132 758 5.052 | 36.878
TABELA C
J Classes fi X; F; xif; x,-2 fi x,~3 fi x,~4 fi
1 01—2 1 1 1 1 1 1 1
2 21—4 4 3 5 12 36 108 324
3 41—6 8 5 13 40 200 1.000 | 5.000
4 61—8 11 7 24 77 539 3773 | 26.411
5 81— 10 6 9 30 54 486 4.374 | 39.366
30 184 1.262 | 9.256 | 71.102
TABELA D
J Classes fi X; F; x;f; x,-2 [ x,-3 fi x,-" fi
1 0l1—2 2 1 2 2 2 2 2
2 21—4 4 3 6 12 36 108 324
3 41— 6 18 5 24 90 450 2.250 | 11.250
4 61—8 4 7 28 28 196 1.372 | 9.604
5 81— 10 2 9 30 18 162 1.458 | 13.122
30 150 846 5.190 | 34.302
TABELA E
J Classes fi X; F; x;f; x,~2 fi x,~3 fi x,~4 fi
1 0l—2 2 1 2 2 2 2 2
2 21—4 8 3 10 24 72 216 648
3 41—6 10 5 20 50 250 1.250 | 6.250
4 61—8 8 7 28 56 392 2.744 | 19.208
5 81— 10 2 9 30 18 162 1.458 | 13.122
30 150 878 5.670 | 39.230
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6.3.6 GRAFICOS

HISTOGRAMA A HISTOGRAMA B

NUMERO DE ALUNOS
NUMERO DE ALUNOS

NUMERO DE ALUNOS
HUMERO DE ALUHOS

HISTOGRAMA E

NUMERO DE ALUNOS

6.4 MOMENTOS

Os momentos s3o quantidades numéricas obtidas a partir de uma
distribuicdo de freqiiéncias, que permitem resumi-la. Os dois momentos
mais importantes ja foram estudados: a média aritmética e a variancia.

6.4.1 MOMENTO NATURAL OU ABSOLUTO

O momento natural de ordem r , cujo simbolo é m,” de um conjunto de
nimeros € definido da seguinte forma:
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PARA DADOS BRUTOS

PARA DADOS TABELADOS

Quando os dados estiverem agrupados em classes, na férmula abaixo,
tomam-se os valores médios das classes para X;.

LB PR I
r_zk - n

Pode-se ver, facilmente que, o momento absoluto de primeira ordem, em
que r = 1, é a média aritmética. Analogamente, 0 momento absoluto de
segunda ordem, em que r = 2, € o quadrado da média quadritica ou a
média dos quadrados. Assim:

X =mj

CALCULO DOS MOMENTOS ABSOLUTOS PARA OS EXEMPLOS

A partir dos valores tabelados anteriormente para os exemplos A até E,
usando a equacdo acima, pode-se achar os momentos absolutos de
ordem 1 até 4. A tabela abaixo apresenta esses resultados:

ordem valores de m’ para os exemplos
r A B C D E
1(x) 5,00 4,40 6,13 5,00 5,00
2 fj ) 28,73 25,27 42,07 28,20 29,27
3 181,00 168,40 308,53 173,00 189,00
4 1.225,53 | 1.229,27 | 2.370,07 | 1.143,40 | 1.307,67

6.42 MOMENTO CENTRADO NA MEDIA

O momento de ordem r centrado na média, cujo simbolo € m, ,de um
conjunto de nimeros € definido da seguinte forma:

PARA DADOS BRUTOS
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PARA DADOS TABELADOS

Quando os dados estiverem agrupados em classes, na férmula abaixo,
tomam-se os valores médios das classes para xj.

Z: (xj_f)rfj Z: (x —x) '_Z(x_f)rf

— J=1
m, = T = =

ij n n

i=1

RELACOES ENTRE MOMENTOS

As férmulas acima apresentam o inconveniente de exigirem um novo
tabulamento com o cdlculo das discrepancias. Felizmente, isso ndo é
necessdrio, pois os momentos centrados na média m podem ser
encontrados a partir dos momentos naturais m’ através das relacdes
abaixo:

my;=0

m =m'2 —(m'l ) =0’

m3 =m:3 —3m'1m'2 +2(m'1 )

my =m;, —4m’1m'3 +6(m'1 )Zm'Z —3(m'1 )4

Pode-se ver que o momento centrado na média de segunda ordem, em
que r = 2, é a variancia populacional. Ou seja:
ol=x’-x¥?=x*-%2 =my=my—(my )?
q

A partir dessas relacdes, pode-se calcular os valores de m para as
distribui¢des exemplos, com os dados tabulados para os valores de m’.

ordem valores de m para os exemplos
r A B C D E
1 0 0 0 0 0
2(8) 3,73 5,91 4,45 3,20 4,27
3 0 5,25 -4,05 0,00 0,00
4 40,53 75,97 50,15 38,40 42,67

6.5 PRINCIPAIS MEDIDAS DE ASSIMETRIA
6.5.1 COMPARACAO ENTRE PROMEDIAS

DEFINICAO

A simples comparagdo entre duas das trés medidas de tendéncia central
permite, de modo rudimentar, saber o tipo de assimetria. Vale a regra
seguinte:
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X>Mo = Assimetria positiva
X=Mo = Simetria
X<Mo = Assimetria negativa

EXEMPLOS

A moda bruta foi usada na tabela abaixo, por ser mais facil de
determinar que a mediana. Ela € usada na comparagdo com a média
aritmética. Esta ja estd na tabela dos momentos absolutos (ordem 1).
Abaixo foi construida uma tabela com estes valores - média e moda - ,
cujo sinal do resultado da subtragdo dé o tipo de assimetria, se houver.

medidas valores para os exemplos
A B C D E
média ( X ) 5,00 4,40 6,13 5,00 5,00
moda ( Mo ) 5 3 7 5 5
X - Mo 0 1,40 -0,87 0 0

As distribuicdes A, D e E sdo simétricas, a distribuicdo B é assimétrica
positiva ou desviada a direita e a distribuicdo C € assimétrica a
esquerda, pois apresenta deformacdo negativa.

6.5.2 COEFICIENTE OU INDICE DE PEARSON
PRIMEIRO COEFICIENTE DE ENVIESAMENTO DE PEARSON
O primeiro coeficiente de enviesamento de Pearson e, € definido por:

— Mo
o

|

e; =

O desvio padrio utilizado pode ser o amostral ou populacional,
dependendo da situag@o concreta. A moda pode ser calculada por algum
dos métodos alternativos.

SEGUNDO COEFICIENTE DE ENVIESAMENTO DE PEARSON

O segundo coeficiente de assimetria de Pearson e; é definido por:

3(x — Me)

€)=
o
A menos que haja assimetria muito forte este coeficiente deve ser
preferido, até porque existe um tnico modo de calcular a mediana, ao
contrario da moda. Em distribui¢des simétricas ambos coeficientes ddo
0 mesmo valor.

EXEMPLOS
Nos exemplos serdo adotados as varidncias ja tabeladas acima,

presumindo que toda a populagdo foi amostrada, ndo exigindo
correcdes, portanto. A moda foi calculada pelo método de Czuber.
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medidas valores para os exemplos

A B C D E
média ( X ) 5,00 4,40 6,13 5,00 5,00
moda ( Mo ) 5,00 3,25 6,29 5,00 5,00

mediana ( Me ) 5,00 4,00 6,36 5,00 5,00
O (desvio padrdo) 1,93 2,43 2,11 1,79 2,07
e; (Pearson) 0,00 0,49 -0,29 0,00 0,00

e, (Pearson) 0,00 0,37 -0,33 0,00 0,00

Vé-se novamente, através de ambos os indices de Pearson que as
distribui¢des A, D e E sdo simétricas, a distribuicdo B € assimétrica
positiva e a distribui¢do C ¢ assimétrica a esquerda.

6.5.3 COEFICIENTE QUARTIL DE ASSIMETRIA
DEFINICAO

O coeficiente quartil de assimetria ey € definido por:

_ (Q3 -0, )—(Qz _Ql)_ 03 -2Me+0Q;

eQ_(Qs—Qz)"'(Qz—Qz) 03;-0,

Em que o coeficiente assume valores entre -1 e +1.
EXEMPLOS

Nos exemplos, apds encontrar os quartis, sendo que o segundo quartil é
a prépria mediana, determina-se o coeficiente quartil de assimetria.

medidas valores para os exemplos
A B C D E
primeiro quartil (Q;) 13,83 | 2,50 4,63 4,17 3,38
terceiro quartil (Q3) |6,17| 6,20 7,73 5,83 6,63
mediana ( Me ) 5,00 | 4,00 6,36 5,00 5,00
coeficiente quartil (eg ) | 0,00 | 0,19 -0,12 0,00 0,00

Novamente, as conclusdes anteriores sdo confirmadas pelo coeficiente
quartil de assimetria.

6.5.4 COEFICIENTE PERCENTILICO DE ASSIMETRIA
DEFINICAO

O coeficiente percentilico de assimetria e¢ € definido pelos percentis 10 e 90:

= (Cop —Cs9)—(C5p —C1y) _ Cop—2Me +Cy
(Cop —Csp)+(C59—Cyp) Co—Cyp

EXEMPLOS

Nos exemplos, apds encontrar os percentis, sendo que o centil 50 € a
propria mediana, determina-se o coeficiente percentilico de assimetria.
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medidas valores para os exemplos

A B C D E

décimo percentil ( Cyy) 2,33 1,20 3,00 2,50 2,25

nonagésimo percentil ( Cop) | 7,67 8,00 9,00 7,50 7,75

mediana ( Me ) 5,00 | 400 | 6,36 | 5,00 | 5,00

coeficiente percentil (ec ) 0,00 0,18 -0,12 | 0,00 0,00

Novamente, as conclusdes anteriores sdo confirmadas pelo coeficiente
percentilico de assimetria.

6.5.5 COEFICIENTE MOMENTO DE ASSIMETRIA

BASEADO NOS MOMENTOS ATE A TERCEIRA ORDEM

O coeficiente momento de assimetria, baseado nos momentos até a
terceira ordem ey,; , € definido por:

_Im; my,

e, =3 _
M3~ - 37 3

(\l m, )i o §
BASEADO NOS MOMENTOS ATE A QUARTA ORDEM

Antes de definir esse coeficiente convém determinar a relacdo b,, que é
obtidas a partir dos momentos centrados na média de segunda e quarta
ordem. Esta relagdo é:

L Mg _mg_my
27 2" 4 4
mZ o s

O coeficiente momento de assimetria, baseado nos momentos até a
quarta ordem ey, € definido, a partir das relagdes acima definidas, por:

eyr3(by+3)
2(51;2 —6e7 —9)

M4

EXEMPLOS

Nos exemplos, apds encontrar a relacdo b, , a partir de m, , mz e my ,
pode-se achar ey; € eyy , que sdo os coeficientes momentos de

assimetria.
medidas valores para os exemplos
A B C D E
m, 3,73 5,91 4,45 3,20 4,27
m; 0,00 5,25 -4,05 0,00 0,00
ny 40,53 75,97 50,15 38,40 42,67
b, 291 2,18 2,53 3,75 2,34
eus 0,00 0,37 -0,43 0,00 0,00
emq 0,00 0,86 -0,47 0,00 0,00
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6.6 MEDIDAS DE CURTOSE
6.6.1 COEFICIENTE PERCENTILICO DE CURTOSE

DEFINICAO

O Coeficiente percentilico de curtose € definido pela relagdo:

= dg  _ 05-9
Coy—Cryp  2(Cgy—Cyy)

A curva mesoctrtica perfeita tem o coeficiente percentilico de curtose k
igual a 0,263. Quanto mais k superar este valor, mais platictrtica serd a
distribui¢do e quanto mais for inferior, mais leptocurtica serd. Entdo:

k > 0,263 platicirtica
k = 0,263 mesocurtica
k < 0,263 leptocurtica

EXEMPLOS

Para calcular o coeficiente percentilico de curtose sao necessirios 0s
quartis 1 e 3 e os percentis 10 e 90. Nos exemplos, todos esse valores ja
foram tabelados.

medidas valores para os exemplos

A B C D E

décimo percentil (Cyy ) 2,33 1,20 3,00 2,50 2,25

nonagésimo percentil (Coy) | 7,67 8,00 9,00 7,50 7,75

primeiro quartil (Q;) 3,83 2,50 4,63 4,17 3,38

terceiro quartil (Q3) 6,17 6,20 7,73 5,83 6,63

coeficiente percentilico (k) | 0,219 | 0,272 | 0,259 | 0,167 | 0,295

Segundo o coeficiente percentilico de curtose, as distribuicdes A, Ce D
sdo leptoctrticas e as distribuicdes B e E sdo platicirticas. Entretanto,
apenas a distribui¢do D é fortemente leptocirtica. Pode-se perceber que
as curvas B e C sdo quase mesoctirticas.

6.6.2 COEFICIENTE MOMENTO DE CURTOSE
DEFINICAO

O coeficiente momento de curtose utiliza-se dos momentos centrados na
média de segunda e quarta ordem, anteriormente definidos. Na verdade,
o coeficiente momento de curtose € a prépria relagdo b, ja apresentada:

m; o s?

A distribuicdo mesocurtica é aquela que tem o coeficiente igual 3.
Valores menores que este indicam curvas platicirticas e maiores,
leptocurticas. Ent@o vale a regra seguinte:

80



EXEMPLOS

platicirtica

mesocurtica

leptocirtica

Repetindo os valores ja calculados para os exemplos, fica a tabela.

medidas valores para os exemplos
A B C D E
m; 3,73 5,91 4,45 3,20 4,27
ny 40,53 75,97 50,15 38,40 42,67
b, 2,91 2,18 2,53 3,75 2,34

Segundo o coeficiente momento de curtose apenas a distribuicao D é
leptocurtica. Pode-se ver que, embora as demais sejam platictirticas, as
distribui¢des A e C sdo quase mesoctrticas.
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6.7 EXERCICIOS

1. A tabela abaixo apresenta a percentagem de bactérias encontradas por cm3
em 100 amostras de determinado produto. Determine os seguintes parametros:

a) A mediana.

b) primeiro quartil.

c) terceiro quartil.

d) momento natural de primeira ordem.

e) momento natural de segunda ordem.

f) desvio quartil.

g) momento centrado de segunda ordem.

h) primeiro coeficiente de assimetria de Pearson.

i) segundo coeficiente de assimetria de Pearson.

j) coeficiente quartil de assimetria.

k) coeficiente de percentilico de assimetria.

1) coeficiente percentilico de curtose;

Classes (% ) Freqiiéncias

0,0—0,1 2
0,11—0,2 5
0,21—0,3 10
0,31—04 15
0,41—0,5 18
0,51—0,6 18
0,6 —0,7 15
0,71—0,8 10
0,81—0,9 5
0,9 1—1,0 2

2. Determine os mesmos parametros do exercicio anterior para as distribuicdes

abaixo:
a)
Classes Freqiiéncias
20— 25 10
251—30 15
301—35 20
351—40 18
401—45 4
b)
Classes Freqiiéncias
21—4 2
41—6 8
61—8 10
81—10 8
101— 12 2
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7 CORRELACAO E REGRESSAO

A correlacdo é o estudo da relagdo entre varidveis, seja da simples
verificacdo da existéncia ou da determinacdo do grau dessa relagdo. A
regressdo, por sua vez, objetiva descrever a relagcdo quantitativamente,
mediante a estimacao dos pardmetros da fungdo matematica.

7.1 CORRELACAO LINEAR SIMPLES

Se duas varidveis quaisquer variam de um respondente para outro, elas
podem ou ndo estar correlacionadas. Além disso, essa correlagdo pode
ser maior ou menor e representada por diferentes funcdes. Se
apontarmos, para cada um dos N pares de valores das duas grandezas,
um ponto, em um grafico que contenha a varidvel X nos eixos das
abcissas e a varidvel Y no eixo das ordenadas, teremos o chamado
“diagrama de dispersdao”. Os dois diagramas de dispersdo abaixo
mostram, claramente, existir correlacdo entre as varidveis X e Y. Mais,
os pontos aproximam-se de uma reta , o que determina existir, em
ambos os casos, uma correlacdo linear simples entre as duas varidveis
aleatdrias. A varidvel X serd a varidvel explicativa e a Y a explicada.
Estas varidveis sdo chamadas, por vezes, independente e dependente,
respectivamente, de modo impréprio. Elas estdo correlacionadas, mas
ndo apresentam, necessariamente, uma relacdo causal. A aproximagio
da correlagdo por uma reta consiste o objeto da regressao linear.

-
-
%

Y Renda X X Y4 Namero de filhos
X x o X
X X X xx X
x> X X
X X X X X X
. X X0
» X » X
Escolaridade Escolaridade

7.1.1 COEFICIENTE DE CORRELACAO DE PEARSON

z

A medida da correlagdo linear é efetuada através do coeficiente de
correlagdo de Pearson r, dado pelas relacdo abaixo:

o2
r= Xy
Ox Oy

~ . < o 2
Onde 0y e Oy sio os desvios padrdes das varidveis X e Y e Oxy € a
covariancia entre elas.
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7.1.2

7.1.3

7.1.4

7.1.5

7.1.6

Y
Em que:
T/:Z XY F:Z x? F:Z Y?
N ’ N | N
-2 X . 72’
N N

Onde o intervalo de variagao de r situa-se entre -1 e 1.

CORRELACAO POSITIVA

A correlagdo serd positiva se r > 0 e tdo mais perfeita quanto mais
préxima da unidade. O primeiro diagrama de dispersdo acima apresenta
uma correlacdo positiva, pois para X crescentes Y também aumenta.
Trata-se de uma correlacdo linear porque os pontos do diagrama
aproximam-se de uma reta.

CORRELACAO NEGATIVA

A correlacdo serd negativa se r < 0 e tdo mais perfeita quanto mais
proximo da unidade for seu médulo. O segundo diagrama de dispersdo
acima apresenta uma correlacdo negativa, pois para X crescentes Y
diminui. Trata-se de uma correlagdo linear porque os pontos do
diagrama aproximam-se de uma reta, porém ndo tao perfeita quanto a
primeira, o que leva a crer que o médulo de r € menor do que naquele
caso. Isso acontece porque hd menor correlagdo entre as variaveis.

CORRELACAO NULA

Quando nd3o ha relagdo entre as varidveis X e Y. Nado € possivel
encontrar uma reta que simbolize a relagdo entre as varidveis. Quanto
mais proximo de zero for r, menor a correlagdo entre as variaveis.

CORRELACAO ESPURIA

O fato de r ser diferente de zero ndo significa necessariamente que
exista uma correlag@o. Pode-se tratar de uma correla¢do esptiria ou falsa
correlagdo. Para identificar tais situacdes existem testes que serdo vistos
oportunamente.

EXEMPLO

Os dados abaixo mostram os anos de estudos de pares de pais e filhos.
Procura-se determinar se existe correlacdo entre eles. Cada dupla é
seguida, entre parénteses, dos anos de escola do pai e do filho,
respectivamente:

A(12,12);B(10,8);C(6,6); D(16,11);
E(8,10);F(9,8)eG(12,11)
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A tabela abaixo apresenta os dados necessdrios para o cdlculo do
coeficiente de Pearson:

Anos de Escola
Dupla | Pais(X) | Filhos(Y)| X’ Y |XY
A 12 12 144 144 144
B 10 8 100 64 80
C 6 6 36 36 36
D 16 11 256 121 176
E 8 10 64 100 80
F 9 8 81 64 72
G 12 11 144 121 132
N=7 73 66 825 650 720

O coeficiente de correlagao linear de Pearson é:

_ X —
X=Z]:V =773=10’429 Y=ZZ:V =@=9,429
- XZ —_— YZ
X2 =L=@=117,857 yZo2YT 650 g, o5
N 7 N 7
XY
XY = 72 = —720 =102,857
N 7

ol =Xx?-X?=117,857-10,429% =9,075 oy =+0% =3,012
o =Y? -Y? =92,857-9,4292 =3,951 Oy =0} =1,988
oy = XY — XY =102,857 — 10,429 x 9,429 = 4,522

2
po Ok A5 oo
oyoy 3.012x1,988

Valor que indica uma forte correlacdo positiva, isto €, para a amostra em
questdo, os filhos dos pais que mais estudaram tendem a ser mais
estudiosos. Para que se possa concluir a respeito da populagdo, deve-se
adotar os testes de significancia que serdo vistos oportunamente.

7.2 CORRELACAO ORDINAL

Quando os dados ndo podem ser mensurados para que se calcule o
coeficiente de correlag@o de Pearson, resta ordenar os dados por postos e
encontrar os chamados coeficientes de correlacdo ordinais.
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7.2.1 COEFICIENTE DE SPEARMAN

DEFINICAO

O coeficiente de correlagdo de postos de Spearman rg é dado por:

6y D’
N(N°-1)
Onde D ¢ a diferenca numérica ordinal entre as duas varidveis para cada
um dos N pares. Quando mais de um dado tem a mesma ordem,
trabalha-se como se eles fossem diferentes e adota-se a média dos postos
empatados ou espelhados.

EXEMPLO

A tabela abaixo mostra o grau de destreza em mecanografia de 12
mocas que trabalham em uma empresa. Também sdo fornecidos seus
quocientes de inteligéncia (Q.L.). Para calcular o coeficiente de
correlacdo de postos de Spearman para essas duas varidveis foi preciso
criar algumas colunas.

Posicoes

Nomes | Q.1. | Destreza ( X°) OL(Y) Desvio (D )| D’
A 100 5 8 -3 9
B 90 2 10,5 -8,5 72,25
C 80 6 12 -6 36
D 130 1 2 -1 1
E 100 8 8 0 0
F 100 9 8 1 1
G 110 7 5,5 1,5 2,25
H 120 3 3,5 -0,5 0,25
| 90 11 10,5 0,5 0,25
J 120 10 3,5 6,5 42,25
K 110 12 5,5 6,5 42,25
L 140 4 1 3 9
12 215,5

Note-se que as varidveis a serem utilizadas sdo ordinais. No exemplo,
foi necessdario ordenar os quocientes de inteligéncia e sobre eles
encontrar os desvios.

O coeficiente de correlagdo de postos de Spearman é:

2
rg=1- 62, D =1-8CS) 547
N(N?-1) 12(12% =1)

Correlacdo fracamente negativa, indicando que quanto mais inteligentes,
menos aptas sdo as mocas aquele trabalho. Ressalte-se que a conclusdo
exigiria um teste de comprovacdo de significincia para poder ser
estendida a populagdo, além do fato da medida indicar uma correlagdo
muito fraca.
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7.2.2 COEFICIENTE GAMA DE GOODMAN E KRUSKAL

DEFINICAO

A correlagdo pode ser vista como o grau de previsdo ou adivinhacdo que
se pode ter de uma varidvel a partir de outra. O coeficiente gama G é
definido como:

fA_ fI

Cfat fi

Onde f; e f; sdo as freqiiéncias de acordos e inversdes, respectivamente,
que antecedem a cada varidvel explicada, apés os dados serem
ordenados pela varidvel explicativa.

Quanto maior o nimero de acordos, mais positiva e proxima da unidade
serd a correlacdo. Em contrapartida, quanto maior o ndmero de
inversdes, mais negativa serd a correlacdo. Também aqui o coeficiente
varia entre -1 e +1.

EXEMPLO

Virias cidades foram classificadas pelo tamanho proporcional de
populacdo negra (quanto maior o posto, menor o percentual de negros) e
pelo grau de discriminagio na obten¢do de emprego ( quanto maior a
ordem menor a discrimina¢@o). Procura-se verificar a existéncia ou nio
de uma correlag@o entre uma coisa e outra.

Os dados sdo tabulados abaixo nas trés primeiras colunas. Nas duas
seguintes sdo calculados o nimero de acordos e inversdes . Para facilitar
o trabalho, ordena-se uma das variaveis e conta-se, até cada casilha,
quantos acordos ou inversdes existem até ali. Quando houver empates
eles ndo sdo contados nem para um nem para o outro lado.

Cidades Tamanho da Nivel de Acordos | Inversoes
populagdo negra | discriminagdo no
(X°%) emprego (Y?)

A 1 2 0 0
B 2 3 1 0
C 3 1 0 2
D 4 6 3 0
E 5 5 3 1
F 6 4 3 2

10 5

A tabela fornece os dados para que se possa calcular o coeficiente gama.

GoJa=tr_10-5

= =+0,33
fa+fr 10+5

Indicando uma fraca correlacdo positiva, ou seja, para esta amostra,
colhida nos Estados Unidos da América do Norte, quanto maior a
populacdo negra da cidade, maior a discriminagdo no emprego.
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7.3 REGRESSAO LINEAR SIMPLES

A regressdo consiste em descrever, mediante um modelo matemadtico, a
relag@o entre duas varidveis, a partir de inimeras observa¢oes. Uma das
varidveis é chamada explicativa (X) e a outra, a varidvel explicada (Y).

7.3.1 AJUSTAMENTO DO MODELO

Quando a fungdo Y = f (X) é melhor representada por uma reta, diz-se
que se trata de uma regressdo linear simples. O processo de
determinag@o dos pardmetros que melhor harmoniza a reta as varidveis é
denominado ajustamento.

A reta ajustada é representada por Y’ =a + b X , onde a e b sdo os
pardmetros do modelo. Os erros, diferencas entre Y’ (valor da varidvel
explicada a partir da equacdo de regressdo) e Y (valor observado), tem
seus quadrados somados e levados ao minimo na situacdo de
ajustamento - método dos minimos quadraticos.

A equacido da reta pode ser expressa de uma das seguintes formas:
Y'=a+bX ou  Y'=Y +b(X -X)

Em que os valores dos pardmetros a e b sio:

2
a=Y —bX b="X2Y
Ox

Onde todos os termos ja foram definidos anteriormente.

7.3.2 PODER EXPLICATIVO DO MODELO

O poder explicativo do modelo r*, também chamado coeficiente de
explicac@o ou determinacdo, objetiva avaliar a qualidade do ajuste. Nada
mais é do que o coeficiente de correlacdo de Pearson, ja visto, ao
quadrado. E dado por qualquer uma das expressdes que seguem:

2 _ oy _ o iy _ 2 0%

ri=—y == =%
Ox Oy Oy Oy

O valor do poder explicativo é sempre positivo e varia entre 0 e 1,

ficando tanto mais préximo da unidade quanto melhor for a qualidade

do ajuste, ou seja, mais a varidvel explicada Y depende da varidvel

explicativa X e menos de outros fatores estranhos a equagdo de
ajustamento.

7.3.3 EXEMPLO

Retomando o exemplo da primeira tabela, em que foi calculado o
coeficiente de correlacdo de Pearson para os anos de estudos de pais e
filhos, € possivel encontrar a reta de regressdo, através da determinagdo
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dos parametros @ e b. Os dados necessdrios para isso podem ser
buscados da tabela. Entao, com os valores ja encontrados anteriormente,
pode-se calcular a e b.

_oxy 4522
oi 9075

=0,498

a=Y —bX =9,429-0,498 x 10,429 =4,201
E a equacdo de regressio fica:
Y'=a+bX =4,201+0,498X

E o poder explicativo é o préprio coeficiente de correlacdo de Pearson,
ja encontrado, elevado ao quadrado:

r? =0,75% =0,5625

Que significa que 56,25 % das varia¢des de Y podem ser explicadas pela
variavel X.

7.4 REGRESSAO LINEAR POR TRANSFORMACAO

Na maioria das vezes Y ndo varia linearmente com X, casos em que
Y = f(X) é uma funcdo ndo linear. Algumas dessas fung¢des, entretanto,
podem ser tornadas lineares, mediante transformagdes. Outras, como as
polinomiais, ndo podem ser linearizadas. Destas, as mais importantes
sdo a pardbolas de segundo e terceiro graus.

Embora ndo se pretenda aqui esgotar o assunto, as transformacdes
referidas acima procuram possibilitar que se encontre a reta de regressdo
para a funcdo transformada. Com isso, pode-se, apds resolvidas as
situagdes com a equacdo encontrada, voltar as varidveis originais através
da transformagdo inversa.

7.4.1 FUNCAO POTENCIAL

A funcdo tedrica é

do tipo: Ny
v v>1
y=ux onde: u O<v<l
u>0 e
v>0 X
1

Aplicando a transformagcio abaixo:

logy =log(u x¥ )=logu+log x¥ =logu+vlogx
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Que, comparada a fungdo linear estudada:

Y =a+bX
Leva as relagdes abaixo, que permitem a reversdo da forma original para
a transformada e vice-versa. Assim todo o tratamento dado a funcio
linear pode ser aproveitado por essa funcéo linearizavel.

Y =logy X =log x

a=logu b=v

7.4.2 FUNCAO EXPONENCIAL

A funcgdo tedrica é
do tipo: y

y=uvx onde:
v>1

Aplicando a transformagdo abaixo:

log y =log(u p¥ )=log u+ logvx =logu+ (logv)x
Que, comparada a fung¢ao linear estudada:

Y =a+bX

Leva as relagdes abaixo, que permitem a reversao da forma original para
a transformada e vice-versa. Assim todo o tratamento dado a funcdo
linear pode ser aproveitado por essa funcdo linearizavel.

Y =logy X=x

a=logu b=Ilogv
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7.4.3 FUNCAO HIPERBOLICA

PRIMEIRO TIPO

A funcgdo tedrica é
do tipo:

y
y=u+—
X

Aplicando a transformag@o seguinte:

v
y=u+—=u+vx

-v/u

-1

Que, comparada a fungdo linear estudada:

Y =a+bX

Leva as relagdes abaixo, que permitem a reversdo da forma original para
a transformada e vice-versa. Assim todo o tratamento dado a fungdo
linear pode ser aproveitado por essa funcdo linearizavel.

Y=y
a=u
SEGUNDO TIPO
A funcio tedrica é
do tipo:
= onde
u+vx
u>0 e
v>0

1/u
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Aplicando a transformacio abaixo:

1
—=u+vx
y

Que, comparada a fung@o linear estudada:
Y =a+bX
Leva as relagdes abaixo, que permitem a reversao da forma original para

a transformada e vice-versa. Assim todo o tratamento dado a fungdo
linear pode ser aproveitado por essa funcdo linearizavel.



7.5 EXERCICIOS

1. A tabela abaixo mostra os resultados de uma pesquisa com dez familias de
uma determinada regido. A partir dela calcular o que € solicitado abaixo:

Familias Renda Poupanca Nidmero Anos de
(n°de SM.) | (n°de S.M.) de filhos estudo
A 10 4 8 3
B 15 7 6 4
C 12 5 5 5
D 70 20 1 12
E 80 20 2 16
F 100 30 2 18
G 20 8 3 8
H 30 8 2 8
1 10 3 6 4
J 60 15 1 8

a) O coeficiente de correlagdo linear de Pearson, entre Renda Familiar e
Poupanca.

b) O coeficiente de correlacdo linear de Pearson, entre Nimero de filhos
e Poupanca.

¢) O coeficiente de correlagdo linear de Pearson, entre Anos de Estudo e
Numero de Filhos.

d) O coeficiente de correlagd@o linear de Pearson, entre Anos de Estudo e
Renda Familiar.

2. Dez alunos foram submetidos a uma prova tedrica e outra pratica. Eles foram
classificados de acordo com seus aproveitamentos conforme a tabela abaixo.
Encontre o coeficiente de correlacdo ordinal de Spearman e o coeficiente
gama de Goodman e Kruskal.

Alunos Prova Tedrica Prova Pratica
A 3° 3°
B 1° 2°
C 8° 9°
D 6° 6°
E 7° 5°
F 2° 1°
G 9° 8°
H 10° 10°
1 5° 4°
J 4° 7°
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3. Em uma escola foi aplicado, no inicio do ano letivo, um teste para medir o
Q.L. (quociente de inteligéncia ) de alguns alunos. No final do ano foi feito
um exame para verificacdo de aproveitamento. Determine o coeficiente de
correlacdo de Spearman entre os resultados dos testes e as médias obtidas, de
acordo com a tabela abaixo. Encontre, também, o coeficiente gama de

Goodman e Kruskal.

Alunos Testes de Q.I. Médias dos exames
A 110 9,0
B 120 8,0
C 125 9,0
D 130 9,5
E 130 8,5
F 140 9,5

4. Determine os seguintes coeficientes de correlacdo para os dados abaixo:
linear de Pearson , ordinal de Spearman e gama de Goodman e Kruskal.

Estudante A B C D E
Altura (cm ) 183 175 168 178 173
Peso (kg) 77 74 68 82 84

5. Uma empresa classificou seus vinte vendedores segundo dois critérios
distintos: conforme a avaliacdo da chefia e conforme o nivel de instrugao.
Qual o coeficiente de correlagdo de Spearman e o coeficiente gama de

Goodman e Kruskal.

Vendedores Avaliacdo da chefia Nivel de instrucdo
A 1° 1°
B 2° 6°
C 3° 7°
D 4° 9°
E 5° 2°
F 6° 10°
G 7° 3°
H 8° 5°
I 9° 15°
J 10° 8°
L 11° 4°
M 12° 14°
N 13° 17°
O 14° 18°
P 15° 16°
Q 16° 12°
R 17° 13°
S 18° 11°
T 19° 19°
U 20° 20°
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Cinco sujeitos foram avaliados relativamente a duas varidveis: X e Y. Em
ambas receberam valores inteiros de um a cinco, que podem ser entendidos
como postos. Calcule o coeficiente de correlagdo ordinal de Spearman e o

coeficiente gama de Goodman e Kruskal.

Estudante A B C E
X 2 1 3 4
Y 3 2 1 4

Em uma turma de sete alunos procura-se correlacionar a freqii€ncia as aulas e
as notas obtidas pelos alunos. Encontre os coeficientes ordinal de Spearman e

gama de Goodman e Kruskal.

Alunos A B C D E F G H J
Notas 9 5 6 7 8 7 8 8 4
Faltas 1 6 7 3 2 5 4 3 7
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8 PROBABILIDADE

8.1 INTRODUCAO A PROBABILIDADE
8.1.1 INTRODUCAO

CONCEITO

Probabilidade é o estudo dos fendmenos aleatérios. Por fendmenos
aleatdrios, ou randdmicos, ou ainda casuais, entende-se aqueles que sdo
imprevisiveis, embora uma vez repetidos lhes seja possivel prever regras
de formacao.

A probabilidade de ocorréncia de um evento é igual ao nimero de
possibilidades de acontecer tal evento dividido pelo nimero total de
resultados possiveis.

NOCAO INTUITIVA

Costuma-se introduzir o aluno no estudo das probabilidades mediante o
uso de moedas, dados e cartas, porque nesses jogos os resultados sdo
bastante elucidativos. Quando se joga uma moeda para cima, sabe-se
que tanto pode dar cara (doravante simbolizada por K) como coroa (C),
mas ndo se pode prever de que lado caird. As leis da fisica permitiriam
efetuar esse cdlculo a partir das forcas e outras grandezas envolvidas,
mas seria invidvel e absurdamente complicado fazer tal previsdo. Por
aleatério ndo se entende, entdo, a impossibilidade de previsdo,
necessariamente. Por outro lado, se alguém ficar uma tarde inteira
jogando uma moeda concluird obviamente que mais ou menos 50% das
vezes dard cara e outras 50% coroa. Hd, portanto, uma regra de
formacdo simples: a probabilidade de C ou K € 0,5. Usando o mesmo
raciocinio, pode-se afirmar que a probabilidade de um dado cair no
nimero 4 é de 1/6, bem como de retirar um 4s de copas de um baralho é
1/52. Essas conclusdes foram possiveis por serem admitidos, dado,
moeda e baralho “honestos”, o que em estatistica significa
eqiiiprovaveis, ndo viciados, sem nenhuma conota¢io moral.

8.1.2 CALCULO DE PROBABILIDADES
COM REPOSICAO

A idéia de reposicdo presume que o elemento sorteado é recolocado na
amostra antes de novo sorteio.

Se uma moeda for jogada duas vezes, existem quatro possibilidades
diferentes de resultado: KK (duas caras), CK (coroa e depois cara}, KC
(cara e depois coroa) e CC (duas coroas). Portanto, a probabilidade de
dar duas caras é 0,25 (25%), duas coroas também 0,25 (25%) e uma de
cada 0,50 (50%). A probabilidades de, jogando um dado duas vezes
consecutivas, obter duas vezes o nimero 4 é (1/6)x(1/6) = 1/36.
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Nestes e nos casos seguintes, os eventos sdo independentes e
mutuamente excludentes, o que significa, respectivamente, que um nio
influi no outro e que se ocorre um ndo ocorre o outro.

Admitindo que o evento desejado, quando uma moeda € jogada diversas
vezes, seja a obtencdo de cara e esgotando os resultados possiveis
chega-se as tabelas abaixo:

3 VEZES
Evento de Niimero de | Probabilidade Resultados que
interesse resultados do evento levam ao evento
(caras) favordveis desejado
0 1 1/8 CCC
1 3 3/8 KCC |CKC |CCK
2 3 3/8 KKC |KCK |CKK
3 1 1/8 KKK
8/8=1
4 VEZES
Evento de | Niimero de | Probabilidade Resultados que
interesse | resultados do evento levam ao evento
(caras) | favordveis desejado
0 1 1/16 CcC
CC
1 4 4/16 CC |CC |CK [KC
CK |KC |CC |CC
2 6 6/16 CC |[CK |CK |KC |KC |KK
KK |CK |KC|CK |[KC |CC
3 4 4/16 CK |KC |KK | KK
KK |KK |CK [KC
4 1 1/16 KK
KK
16/16 = 1
SEM REPOSICAO

Este caso acontece quando, apds um sorteio, a amostra fica desfalcada
dos elementos retirados, j4 que eles ndo sdo repostos. Assim a
probabilidade individual de um evento modifica de um sorteio para o
seguinte. Se num baralho, por exemplo, procura-se retirar um 4s de
copas e apds a primeira tentativa fracassada a carta sorteada ndo for
recolocada no baralho, a probabilidade na segunda tentativa aumenta de
1/52 para 1/51.
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8.2 DISTRIBUICAO DE POISSON

A distribui¢do discreta de probabilidade descoberta por Poisson dada
pela expressao:

i fe™

P(x)= (x=0,1,2,3...)

Em que P(x) é a probabilidade do evento ocorrer x vezes, 4 € um
pardmetro e e € uma constante que vale aproximadamente 2,71828...

8.3 DISTRIBUICAO BINOMIAL
8.3.1 INTRODUCAO

Nos exemplos de lancamentos de moedas repetidas, normalmente nio
interessa a ordem das caras ou coroas, mas a quantidade de vezes que se
obtém uma ou outra. Assim, para os casos de 2, 3 e 4 langcamentos pode-
se escrever os possiveis resultados na forma potencial:

K> +2CK + C
K> +3CK’ +3C°K + C°
K+ 40K + 60’k + 4C’k + ¢

1]
B W

n
n
n

« A e n
Que assume a forma do Binémio de Newton (K + C) =, donde a forma
de distribuicdo recebeu a denominacio “binomial”.

8.3.2 FORMA GERAL

Atribuindo p a probabilidade de sucesso de determinado evento e g a
probabilidade de fracasso deste mesmo evento, a forma binomial abaixo
¢é vdlida para n repeti¢des da experiéncia. O resultado é obviamente 1,
ou seja abrange 100% dos casos, pois se 0s eventos s3o mutuamente
excludentes e complementares - ou ele ocorre ou ndo ocorre em cada
uma das repeti¢des. Quando se joga um dado, por exemplo, ou ele cai
no nimero 4 (p = 1/6 ) ou em qualquer dos outros (¢ = 5/6 ). A soma
destas duas probabilidades dd 1, que elevado a qualquer poténcia, em
fun¢do do nimero n de repeti¢des da experiéncia, dard 1.

A forma geral do Bindmio de Newton € entdo:

(p+q)"

Onde, n € o numero de repeticdes, p € a probabilidade de sucesso e g a
probabilidade de fracasso, para cada evento, individualmente.

Para um experimento repetido 5 vezes por exemplo o bindmio assume a
forma:

(p+q) =p° +5qp* +10¢%p° +10¢°p? +5¢°p+4°
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Que, quando for o caso de uma moeda. p = 0,5 e q = 0,5. Associando,
entdo, a idéia de sucesso, a obtencao de x caras em cinco langcamentos
(n =5) tem-se:

P(x=5)=p’° =0,5° =0,03125 > (3,125%)

P(x=4)=5gp? =5(0,5)(0.,5)% =0,15625 — (15,625%)

P (x=3)=104%p’ =10(0,5)°(0,5)° =0,3125 - (31,25%)
P(x=2)=104¢’p* =10(0,5(0,5)’ =0,3125 — (31,25%)
P(x=1)=5¢"p=505)%0,5=0,15625 - (15.625%)
P(x=0)=¢’ =0,5° =0,03125 > (3,125%)

8.3.3 TERMO GERAL

A medida em que n cresce, o desenvolvimento do bindmio torna-se
complicado. Por esse motivo, a férmula do termo geral que permite o
célculo de seus coeficientes, necessdrios ao cdlculo da probabilidade de
x ocorréncias do evento sucesso, fica simplificada:

n!

Cl=—7——+
" x!(n—x).’

E a probabilidade de x sucessos em n tentativas fica:

an= C'.;cqn—x px — n! qn—xpx

(n-x).’

No exemplo anterior, para trés caras em cinco langamentos da moeda,
tem-se:

C3 = 5! _ Sx4x3x2x1 120 _

3 731(5-3)1 Bx2xD)(2x1) 6x2

P =C] ¢’ p’ =1000.5)*(0.5) =0.3125

A probabilidade de se conseguir quatro vezes o nimero quatro em sete
langamentos de um dado €, pois:

ct = 7! _ 7x6x5x4x3x2x1 _ 5.040 _
7T a(7-4)1 @x3x2x1)(3x2x1) | 24x6

sY )
P =c q7_4p4=35(6) (6) =0,0156 — (1,56%)
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8.3.4 TABELAS

Existem tabelas que dao diretamente as probabilidades de uma
distribui¢do binomial, a partir do nimero de eventos n, de sucessos x e
da probabilidade de sucesso p de cada evento individual. Na tabela
B (n; p ), normalmente uma para cada n, seleciona-se a probabilidade
procurada a partir do valor x da coluna e de p na linha.

8.4 DISTRIBUICAO NORMAL
8.4.1 DEFINICAO

No estudo das distribuigdes, viu-se que os histogramas aproximam-se da
forma de um sino. A uma distribui¢do tedrica simétrica, que segue uma
determinada equagdo, deu-se o nome de distribui¢do normal. A curva
normal e sua defini¢do matematica encontram- se abaixo:

_z[u
n 2 o
Y=——¢

]2
onde:
o+ 2x

7 =3,1416 e e=27183

b

,uid ,u ,u-l:-O' X

A curva normal caracteriza-se por ser unimodal, cujo valor g é o mesmo
da mediana e da média aritmética. Além disso, € assintética, jamais
tocando o eixo X.

8.4.2 IMPORTANCIA

A importancia da distribui¢do normal decorre de sua utilizagdo intensiva
na pesquisa estatistica. O estudo das probabilidades em distribuicdes
reais consagrou a Curva Normal. Ela auxilia, como serd visto, a concluir
arespeito de populacdes, partindo de resultados obtidos com amostras.

Muitas distribui¢des concretas sdo do tipo normal, como as alturas ou os
quocientes de inteligéncia das pessoas. Noutras situacdes, as curvas
reais ndo sao normalizadas porque sdo assimétricas - distribuicdo de
renda, por exemplo. A enorme utilidade da distribui¢do normal, decorre
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do fato que as médias de quaisquer distribui¢des, mesmo as nao
normais, apresentam uma distribui¢ao normal.

8.5 RELACOES ENTRE DISTRIBUICOES
8.5.1 PRINCIPAIS PARAMETROS

Os principais parametros das trés distribui¢des vistas, média aritmética,
varidncia e desvio padrdo, bem como coeficientes de assimetria e
curtose sao apresentados em uma tabela a seguir:

NORMAL POISSON BINOMIAL
Média
aritmética H u=Aa H=np
Variancia 2 2 2
o o' =1 o° =npq
Desvio padrio o o= \/z 0 =+/npq
Cocficiente de 1 q-p
momento de e =0 M= T7 M=
assimetria M \/Z npq
Coeficiente de 1 1-6pq
momento de b =3 b, =3+Z b,=3+
curtose 2 Pq
d=—2_=07979¢
Desvio médio = r =0,
2z

8.5.2 APROXIMACAO BINOMIAL POR POISSON

Para eventos raros, em que p =0 e g =1, pode ser usada a distribuicio
de Poisson, que é de célculo mais facil, em lugar da distribuicio
binomial.

Para efeitos praticos, o evento pode ser considerado raro quando:

n 250 e np<$5

E a distribui¢do binomial pode ser tratada como uma distribuicdo de
Poisson, cujo pardmetro 4 vale:

A=np
8.5.3 APROXIMACAO POISSON POR NORMAL

Quando A é muito alto a distribui¢do de Poisson pode ser substituida por
uma distribui¢do normal com média aritmética e variancia iguais a A:

u=0’=1
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8.5.4 APROXIMACAO BINOMIAL POR NORMAL

Se na distribui¢do binomial, a seguintes condi¢des forem satisfeitas:
np 25 e ng =25

Ela pode ser tratada como uma distribuicdo normal com as seguintes
média aritmética e variancia:

u=np e o2 =npq

8.6 CURVA NORMAL E PROBABILIDADE
8.6.1 AREA SOB A CURVA NORMAL

A drea situada entre a curva normal e o eixo X corresponde a totalidade
dos dados. Por isso, ela encerra 100% dos casos. A probabilidade de um
dado estar situado sob esta curva é, pois, igual a I, ja que este evento é
certo. A probabilidade é definida como a razao entre o nimero de vezes
que um dado ou evento pode ocorrer € o nimero total de dados ou
eventos.

100%

Vale notar que o ponto onde se encontra o pico divide a distribuicdo em
duas partes com dreas iguais. Até ali encontram-se 50% dos casos e dali
para frente os outros 50%. Assim, a probabilidade até o ponto de
maximo é 0,5 e dele em diante também 0,5.

8.6.2 ACIMA DA MEDIA

A drea que inclui os dados entre a média e um desvio padrdo é de 34,1%
do total. A probabilidade, entdo, de um dado estar entre estes limites é
de, usando uma taxa proporcional em lugar da taxa percentual, 0,341. A
figura abaixo ilustra essas idéias:

A Y

34,1%

v

I
U ouko X
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Fazendo as mesmas consideragcdes entre dois e trés desvios padrdes,
tem-se que:

Regido entre a média e um niimero inteiro de desvios padroes:
Niimero de desvios padroes 1 2 3
Percentual dos dados dentro da regido 34,1% 47,7% 49,9%
Probabilidade do dado estar na regido 0,341 0,477 0,499

8.6.3 EM TORNO DA MEDIA

A drea que inclui os dados em torno da média, afastados de no maximo
um desvio padrdo para cada lado, é de 68,3% do total. A probabilidade,
entdo, de um dado estar entre estes limites € de, usando uma taxa
unitdria em lugar da taxa percentual, 0,683. A figura abaixo ilustra essas
idéias:

A Y

68,3 %

L1 |
,u—O',lll/IJ+0' X

b
v

Fazendo as mesmas consideracdes entre dois e trés desvios padrdes, tem-se
que:

Regido em torno da média, entre um niimero de desvios padroes:
Niimero de desvios padroes 1 2 3
Percentual dos dados dentro da regido 68,3% | 955% | 99,7%
Probabilidade do dado estar na regido 0,683 0,955 0,997

8.7 CURVA NORMAL PADRONIZADA

Todas as conclusdes até aqui referiram-se a desvios medidos em
unidades inteiras de desvios padrdes a partir da média. As distribuicdes
reais apresentam suas médias e varidncias em unidades prdprias ao
fendmeno descrito em cada caso. Isso sugere a utilizacdo de tabelas
padronizadas de modo a permitir que qualquer distribui¢io normal
possa ser transformada, achadas as percentagens ou probabilidades na
tabela, para, finalmente, mediante uma transformacdo inversa,
interpretar os resultados finais.
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8.7.1 USO DA TABELA

A tabela considera uma distribui¢do normal especifica, com os seguintes
valores para a média aritmética e o desvio padrio:

u=0 e o=1

A varidvel z, que € o desvio padrdo dessa distribui¢do, é a entrada da
tabela, cujo valor tabelado dd o percentual de dados entre a média e
aquele desvio padrdo. A partir daf, somas e diferencas permitem o
célculo das probabilidades em qualquer situagao.

8.7.2 ESCORE Z

Para que a tabela possa ser utilizada, é necessdrio transformar os dados
da distribui¢do em escores padronizados. Para isso, parte-se da média

aritmética x e do desvio padrao o da distribuicdo em questdo. Entdo,
define-se o escore z como:

x—x d
o o

=

Onde:
Z = escore padronizado,
X = valor da varidvel a padronizar,
X = valor médio d distribuicdo,
0= desvio padrio da populacido e
d = desvio, discrepancia ou escore diferenca

8.7.3 EXEMPLO

Qual a probabilidade que a varidvel de uma distribuicdo normal supere
40, se sua média aritmética vale 30 e sua varidncia 16?7 Esta
distribuigdo ¢é simbolizada por N(30;16).

A figura esboca o que se pretende, ou seja, achar a probabilidade de que
a varidvel supere 40. Da média para a esquerda estdo metade dos dados
da distribuicdo (50%). Da metade direita devem ser extraidos os
inferiores a 40. O percentual superior a 40 (a direita da marca) serd os
50% menos o valor obtido da tabela, que da o percentual entre a média e
do ponto desejado. Assim:

P(x > 40)= 0,5000— P(30< x <40)

vy

30 34 40
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Achando o escore z para x = 40:

xX—Xx x—x 40-30

z=a=J07_JE_

Indo-se a tabela, encontra-se para z = 2,5, 49,38% que, em termos
probabilisticos, dividindo-se por cem, d4 0,4938. Entdo:

2,5

P(z> 2,5)= P(0< z<e )- P(0< z<25)
P(z> 2,5)=0,5000-0,4938 =0,0062

Ou seja, hd 0,62% de possibilidades de que um escore seja maior ou
igual a 40.
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8.8 EXERCICIOS

1. Dado um conjunto de escores brutos com distribui¢do normal, onde g=7.,5¢
o= 1,3, exprimir cada um dos seguintes escores brutos em termos de escala z:

a) x=38,0 e) x=17,5
b) x=6,0 f) x=8,5
c) x=53 g) x=11,0
d x=10,2

2. Seja uma distribuicdo de ganhos semanais, cuja média é g= R$ 178,50 e o
desvio padrdo é o= R$ 47,60. Supondo-se distribui¢do normal, como podem
ser expressas, em escala z, os seguintes saldrios semanais:

a) x=R$ 142,80 e) x =R$255,00
b) x =R$ 187,00 f) x=R$ 195,50
c¢) x =R$224,40 g) x =R$ 153,00
d) x =R$85,00

3. Para a mesma distribuicdo do problema anterior, determinar:

a) A percentagem de respondentes a pesquisa que tem ganhos semanais
igual ou maior que R$ 255,00.

b) A probabilidade de sortear um respondente cuja renda semanal seja
igual ou superior a R$ 255,00.

c) A percentagem de respondentes a pesquisa que tem ganhos semanais
entre R$ 170,00 e R$ 178,50.

d) A probabilidade de sortear um respondente cuja renda semanal esteja
entre R$ 170,00 e R$ 178,50.

e) A probabilidade de sortear um respondente cuja renda semanal seja
inferior ou igual a R$ 170,00.

f) A probabilidade de sortear um respondente cuja renda semanal seja
inferior a R$ 170,00 ou superior a R$ 187,00.

g) A probabilidade de sortear dois respondentes e ambos apresentarem
renda inferior a R$ 170,00

4. Dado um conjunto de escores brutos, distribuidos normalmente, onde x = 80
e 0=17,5, determinar:

a) A percentagem de escores inferiores ou iguais a 60.

b) A probabilidade de encontrar um escore inferior ou igual a 60.

¢) A probabilidade de um escore ficar entre 80 e 90.

d) A percentagem de escores maiores ou iguais a 85.

e) A probabilidade de encontrar escores menores ou iguais a 70 ou
maiores ou iguais a 90.

f) A probabilidade de sortear trés escores, todos maiores ou iguais a 90.
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5.

10.

11.

12.

13.

Para as distribuicdes abaixo, do tipo normal, em que sdo fornecidas a média
N . 2 . .
e a variancia — por isso a forma N (#; ¢ ) — encontrar o solicitado.

a) xéN(20;49) Calcular P (x<30).
b) xéN(10;100) CalcularP (12 <x <20).
¢c) xéN(30;16) CalcularP (x <19).
d) xéN(20;25) Calcular P (x <30).
e) xéN(50;81) Calcular P (40 <x £60).
f) xéN(10;16) Calcular P (5 <x).
g xéN(10;25) CalcularP(x<5).
h) xéN(10;25) CalcularP (5 <x <15).

Uma moeda eqiiiprovavel vai ser jogada 18 vezes. Calcular, sem recorrer as
tabelas, a probabilidade do nimero de caras, nimero este representado por x,
nos seguintes casos:

a) P(x=12). ) P(x>12).
b) P(8<x<10). d P(3sx<8).

Um dado eqiiiprovdvel vai ser jogado 9 vezes. . Calcular, sem recorrer as

tabelas, as probabilidades nos seguintes casos, em que x significa o dado cair
com a face 4 para cima:

a) P(x<3). ¢c) P(x=28).
b) P(2<xx<6). d P(9=2x<1).

Para o desenvolvimentode (g +p ) B ?

a) Quanto vale o sétimo termo?
b) Se q=0,28, quanto vale a probabilidade expressa pelo sétimo termo?

Uma prova tem 40 questdes, cada uma com quatro alternativas de resposta,
sendo apenas uma correta. Qual o nimero mais provdvel de acertos se os

alunos chutarem as respostas?

Uma moeda honesta foi lancada 100 vezes. Qual a probabilidade de terem
saido exatamente 64 caras?

Uma moeda honesta foi lancada 100 vezes. Qual a probabilidade de terem
saido 80 caras ou mais?

Uma moeda honesta foi lancada 60 vezes. Se x for o nimero de coroas, qual
a probabilidade de ( 20 <x <40)?

Sabe-se que a varidvel x tem distribui¢do binomial com os parametros n = 40
P s . 2 e
e p =0,6. Calcular a média aritmética & e a variancia o~ dessa distribuicdo.
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9 AMOSTRAGEM E ESTIMACAO

9.1 AMOSTRAS E POPULACOES

O interesse do pesquisador no conhecimento das caracteristicas de uma
populacdo leva a determinar seus pardmetros, normalmente
quantificados através de médias, medianas, modas, desvios, varidncias,
coeficientes, etc...Ocorre, entretanto, que nem sempre toda a populacao
ou universo estd disponivel para ser inquirido, ou porque é impraticdvel
sob o ponto de vista econdmico e de dispéndio de tempo, ou porque o
préprio experimento destréi o elemento - testes de qualidade em palitos
de fosforo. A solugdo consiste em examinar apenas parcelas do universo
e procurar tirar conclusdes sobre toda a populacdo a partir dessas
amostras.

A utiliza¢@o adequada de técnicas de amostragem e os cuidados a serem
tomados ao se realizar inferéncias € objeto do estudo da estimagdo e da
amostragem. Embora ndo se pretenda esgotar esse tema, pretende-se
introduzi-lo de modo a permitir maior aprofundamento se for desejado.

9.2 TIPOS DE AMOSTRAGEM

O objetivo de qualquer método de amostragem € que a amostra retirada
para estudo seja a mais representativa possivel. Existem dois grandes
grupos: um que os dados sdo tomados ao acaso, de modo randdmico, e
outro em que existe alguma forma de interveniéncia na sua selecao.

9.2.1 AMOSTRAGEM NAO ALEATORIA

ACIDENTAL

E o métodos em que o pesquisador seleciona os dados convenientes,
afastando os inconvenientes. Assemelha-se em muito ao procedimentos
utilizados no dia a dia.

POR QUOTAS

Neste método, as amostras sdo tomadas na propor¢do em que certas
caracteristicas encontram-se na populagdo. A amostra guarda relag@o
proporcional com a populagdo em certos atributos selecionados - sexo,
idade ,renda, etc..

POR CONVENIENCIA

Consiste em escolher uma amostra que, presumivelmente, ¢&
representativa do universo. Um bom exemplo € optar por grupos sociais

que, historicamente, melhor representam a média da populagio.
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9.2.2 AMOSTRAGEM ALEATORIA

A caracteristica fundamental de uma amostragem aleatdria, randomica
ou casual € a de que todos os elementos da populacdo t€m a mesma
probabilidade de serem selecionados para a amostra.

CASUAL SIMPLES

Na amostra casual simples todos os elementos da populagdo sdo
numerados e selecionados por um processo totalmente aleatdrio.
Funciona como uma espécie de sorteio de loteria. Normalmente, os
pesquisadores langcam mao de tdbuas de nimeros aleatérios para garantir
a inexisténcia de qualquer lei de formacéo na escolha da amostra.

SISTEMATICA

Nesta variante de amostragem casual, em lugar de serem atribuidos
nimeros que depois permitem a selecdo através de tdbuas, cria-se uma
lei de formag@o que, em principio, ndo tenha qualquer relagdo com as
varidveis em estudo. Isso facilita porque torna desnecessario vincular
nimeros aos elementos da populagdo, bastando retird-los de quinze em
quinze, ou vinte em vinte, por exemplo.

ESTRATIFICADA

A populagdo € dividida por extratos, dentro dos quais sdo utilizados os
métodos aleatorios. Estes extratos reduzem a varidncia interna,
permitindo o uso de amostras menores. Embora assemelhe-se ao método
por quotas, difere na esséncia, porque naquele ndo sdo aplicadas as
técnicas que garantam a casualidade da amostra.

POR CONGLOMERADOS

De certo modo, é parecido com o método néo casual por conveniéncia
visto acima. S6 que aqui é um conglomerado, do qual serdo extraidos os
elementos randomicamente, que serd escolhido por julgamento. E de
extrema importancia na redugdo dos custos de uma pesquisa.

9.3 DISTRIBUICAO AMOSTRAL DAS MEDIAS
9.3.1 ERRO AMOSTRAL

Ao se tentar, por exemplo, determinar a altura média da populagdo de
uma cidade, escolhe-se uma amostra cuja média nao terd exatamente a
mesma média da populacdo. Isso ocorre ndo por falha da metodologia
ou de ma fé do pesquisador. Isso € inerente ao processo estatistico e é
denominado “erro amostral”. Assim, estimar um parametro da
populacdo a partir de uma amostra, embora seja o objeto da inferéncia
estatistica, ndo garante a confiabilidade. Pode-se, contudo, estabelecer
intervalos de confianca, dentro dos quais os resultados merecem
credibilidade. A ciéncia, por vezes, faz do conhecimento do indice de
incerteza uma preciosa informacao.
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Quando se tratar da populacdo, os simbolos utilizados para a média
aritmética e para o desvio padrio sdo, normalmente, 4 ¢ O ,
respectivamente. Quando esses pardmetros referirem-se a amostras
usam-se X eS.

9.3.2 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Se no exemplo anterior, em que se pretendia encontrar a média de altura
dos habitantes de uma cidade a partir de uma amostra, forem realizadas
nio uma, mas um grande nimero de amostras, de tal modo que se possa
fazer uma distribuicdo das médias dessas amostras, chega-se a
conclusdes bastante interessantes.

A primeira conclusdo é de que essa distribuicdo de médias € uma distribuicio
do tipo normal. O mais impressionante € que isso € vdlido mesmo que as
distribuicdes originais, das quais extrairam-se as médias para formar essa
distribuicdo de médias, ndo sejam normais. Isso constitui o chamado “Teorema
do Limite Central”. Entdo, tomada qualquer distribuicdo, se dela forem
extraidas um bom nimero de amostras, a distribuicdo amostral de médias é
normal.

Além disso, pode-se tomar a média das médias, ou seja, a média dessa
distribui¢do de médias amostrais, como a efetiva média da populagdo.

Finalmente, a varidncia dessa distribuicdo de médias amostrais ¢ menor
que a variancia da populag@o. Esse fato é compreensivel, pois, ao serem
calculadas as médias de cada amostra, atenuam-se os valores
discrepantes.

As duas figuras apresentadas a seguir mostram as distribui¢des da
populacdo e das médias amostrais que dela foram retiradas. A populacao
ndo segue uma curva normal, a média das duas distribui¢des é a mesma
e o desvio padrio da populacio é nitidamente superior ao da
distribui¢ao amostral das médias.

freqiiéncia freqiiéncia

A A

Ep,:M ;:M

POPULACAO MEDIAS AMOSTRAIS

9.4 ESTIMATIVA DE MEDIAS

Voltando os olhos para a distribuicdo das médias amostrais que, como
foi visto, tem uma curva normal, duas questdes podem ser colocadas. A
primeira: conhecida a média da populacdo, qual a probabilidade da
média de uma amostra se afastar mais ou menos daquele valor? E a
segunda: se ndo for conhecida a média populacional, o quanto pode-se
confiar na média obtida a partir de uma amostra? Esta secdo pretende
trazer um pouco de luz sobre esse assunto.

v
v
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9.4.1 DISTRIBUICAO NORMAL DAS MEDIAS

Como a distribui¢do amostral assume a forma normal, € possivel usar o
escore z € a tabela para calcular a probabilidade de obter qualquer média
amostral. Para isso, € necessdrio que se conheca a média das médias,
que sabe-se ser igual a média da populacdo, e o desvio padrio da
distribuicdo amostral. Encontra-se o escore z da seguinte forma:

xX—pu
Ox

z =
Onde:

X = Média de uma amostra,
M = Média da populacio,

o. = Desvio padrdo da distribui¢do das médias amostrais.

Com o valor de z vai-se a tabela e acha-se a probabilidade da média da
amostra X ter esta discrepancia da média populacional. Isso sugere,
pois, um método interessante para testar médias informadas, mediante o
célculo da média de uma amostra.

9.4.2 ERRO PADRAO DA MEDIA

Na prética, a distribui¢do das médias amostrais ndo esta disponivel. Isso
eqiiivale a dizer que nao se conhece a média das médias e, por
conseguinte, ndo se sabe qual a média populacional. Além disso, a
variancia da distribuicdo amostral também € desconhecida. Entdo, a
menos que se tome um nimero muito grande de amostras fica dificil
saber a média da populagdo e os cdlculos de probabilidades para
qualquer média obtida, como foi visto acima.

Normalmente, se toma uma ou outra amostra e a partir dai, quer-se
inferir acerca da populacdo. Pode-se, felizmente, estimar o desvio
padrdo da distribui¢do amostral a partir de uma Unica amostra. Essa
estimativa chama-se “erro padrdo da média” e é calculada do modo a
baixo:

Onde:

¥ = Erro padrdo da média (estimativa do desvio padrdo da
distribui¢do amostral das médias).

s = Desvio padrido amostral.
0 = Desvio padrio populacional.
n = Tamanho da amostra.
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E compreensivel que o erro padrio da média, que pode ser usado como
estimativa do desvio padrdo da distribuicdo das médias amostrais, seja
tdo menor que o desvio padrdo da amostra, pois os valores discrepantes
da média encontrados em uma amostra sdo amortecidos numa
distribui¢ao de médias.

9.4.3 INTERVALOS DE CONFIANCA
DEFINICAO

Quando se encontra a média aritmética X e a variancia de uma amostra
extraida de uma determinada populacdo, pode-se estimar um intervalo
dentro do qual estd a verdadeira média populacional g Além disso, é
possivel estabelecer a probabilidade de que este valor esteja dentro do ,
assim denominado, “intervalo de confianca”.

A partir do célculo da média x e do erro padrio da média St da

amostra, pode-se garantir que a média da populacdo u encontra-se entre
os limites:

u=xtz.s;
Em que z € o escore padronizado para o percentual de confiancga
desejado, obtido na tabela da distribui¢do normal padronizada. Alguns
intervalos de confianga sdo mais naturais que os de 68,3%, 95,4% e
99,7%, correspondentes a um, dois ou trés desvios padrdes.

Os intervalos de confianga usuais estdo tabelados abaixo, sendo que os
mais importantes foram postos em negrito. Adotado um percentual de
confianca desejado, retira-se z na tabela abaixo e substitui-se na férmula
acima.

Intervalo de confianca em % | 80 85 90 95 99

Valor de z 1,28 1,44 1,65 1,96 2,58

Pode-se depreender da tabela que quanto maior for a confianga desejada
na informacdo menor a precisdo. Para a confianca de 95% - a mais
adotada - a férmula acima fica:

u=xt 1,96.5%

EXEMPLO

Pretende-se inferir a respeito do quociente de inteligéncia médio (QI)
dos alunos de uma Universidade. Para isso, colhe-se uma amostra
aleatoria de 10 alunos. Com os dados obtidos abaixo, quais os valores
possiveis para os Qls médios dos estudantes da Universidade, com
intervalos de confianga de 95% e 99%?

QlIs: 80, 120, 100, 110, 130, 90, 120, 110, 90, 110.

A partir dos valores dos QIs, constréi-se a tabela abaixo com as colunas
necessarias para o cdlculo da média aritmética e variancia da amostra.
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Ordem x (0QI) X
1 80 6.400
2 120 14.400
3 100 10.000
4 110 12.100
5 130 16.900
6 90 8.100
7 120 14.400
8 110 12.100
9 90 8.100
10 110 12.100

n=10 Zx =1.060 Zx? = 114.600

Da tabela chega-se a:

E=Z x 1060 _
n 10

_ 2
X
x2=x2=z _ 114.600

; =11.460

A variancia populacional é:

62 = x2 %2 =11.460-106% =224

E o desvio padrao populacional é:

o=vo? =\x? - =224 =14.97

Que leva ao erro padrao da média:

_ s _ 14,97

T In=-1 Jo-1

Que permite prever uma percentagem de 95% de que a média da
populagao esteja no intervalo de:

s =499

pu=x * 1,96 sy = 106 £ 1,96x4,99=106%9,78

Ou seja:
96,22 < u < 115,78

Para um intervalo de confianca de 99%, a média dos QIs dos
universitdrios apresentaria uma menor precisao:

pu=x t 2,58 s; =106 £ 2,58x4,99=106+£12,87
E o intervalo de:

93,13 < u < 118,87
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9.5 ESTIMATIVA DE PROPORCOES
9.5.1 DEFINICAO

Quando o que se pretende é descobrir a propor¢do P de determinada
ocorréncia em uma populagio, acha-se a propor¢ao p em que ela ocorre
numa amostra de n elementos. A partir dai, estima-se um intervalo para
a propor¢do populacional com determinada probabilidade de confianca.
A proporcdo da ndo ocorréncia, ou seja g ,serd dada por:

g=1-p

Assim como no caso das médias foi preciso encontrar o erro padrdo da
média, também aqui € possivel estimar o “erro padrao da propor¢ao”.

P-q
s, = —
P n
Onde:
§ , = Erro padréo da propor¢do (estimativa do desvio padrdo da

distribui¢do amostral das proporg¢des).

p = Proporg¢do da ocorréncia do evento na amostra.
q = Proporcdo da ndo ocorréncia do evento na amostra.
n = Tamanho da amostra.

A proporcdo da populacdo P ficard entre os limites:
P=ptz.s,

Em que, novamente, z é o escore padronizado para o percentual de confianca
desejado.

9.5.2 EXEMPLO

Pretende-se inferir, com os dados obtidos na amostra do exemplo
anterior, qual a proporcdo de alunos da Universidade que possuem
quocientes de inteligéncia superiores a média ( QI = 100 ). Adotar um
intervalo de confianga de 95%.

A propor¢do de alunos que, na amostra, suplantam a média pode ser
calculada por:

p=7p=—=0,6 e q=1—p=1—0,6=0,4

E chega-se ao erro padrdo da proporg¢ao:

5, = \/ P.q =\/0’6"0’4 — J0.024 = 0.155
n 10
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De onde, com confianca de 95%, a proporcio de alunos
Universidade, cujos QIs superam a média de 100, é dada por:

P=ptz.5,=06%196x0,155=0,6%0,3

Portanto, o intervalo de confianga de 95% é:

0,3<P<0,9

da
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9.6 EXERCICIOS

1.

Para a seguinte amostra composta de 30 escores amostrais:

3,3,2,1,5,4,5,1,6,3,2,1,1,2,3,
5,3,3,2,2,3,2,4,6,1,1,3,4,3,4.

s L

a) Calcule o erro padrao da média
b) O intervalo de confianca de 95% para a média amostral
¢) O intervalo de confianca de 99% para a média amostral

Para a seguinte amostra composta de 34 escores amostrais:

10,4, 10,5,5,6,7,3,5,4,4,5,6,6,7,5, 8,
1,8,7,5,6,10,6,8,7,7,6,5,5,4,3,4,5.

a) Calcule o erro padrdao da média
b) O intervalo de confianca de 95% para a média amostral
¢) O intervalo de confianca de 99% para a média amostral

Para a seguinte amostra composta de 32 escores amostrais:

4’255’6’ ]’]?798777 89 8’256’5’6’4’
4,3,6,6,7,1,5,7,8,8,4,5,3,2,6,5.

s Ys s

a) Calcule o erro padrao da média
b) O intervalo de confianca de 95% para a média amostral
¢) O intervalo de confianca de 99% para a média amostral

Em uma amostra aleatéria de 50 estudantes de determinado ‘“‘campus”

universitario, 57% deles mostraram-se indiferentes a existéncia do centro
académico. Baseado nessa informacgao

a) Calcule o erro padrdo da propor¢ao.
b) Construa um intervalo de confianga de 95%.
¢) Construa um intervalo de confianca de 99%.
Dadas uma amostra de tamanho 150 e uma propor¢do amostral de 0,32:
a) Calcule o erro padrdo da proporgao.
b) Construa um intervalo de confianga de 95%.
¢) Construa um intervalo de confianga de 99%.
Dadas uma amostra de tamanho 200 e uma propor¢ao amostral de 0,25:
a) Calcule o erro padrdo da proporcao.

b) Construa um intervalo de confianca de 95%.
¢) Construa um intervalo de confianca de 99%.
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Um laboratério pretende divulgar a eficicia de um novo medicamento.
Aplicando-o em 200 pacientes, 164 ficara curados. Para ndo incorrer em
propaganda enganosa, pretende garantir o percentual minimo de sucessos.
Nos niveis de confianga de 80%, 85%, 90%, 95% e 99%, qual deveria ser o
minimo assegurado?

A Secretaria de Educacdo de determinado municipio desenvolveu um
programa de apoio psicoldgico para criancas problemdticas de sua rede
escolar. Ao final do ano, analisando as notas obtidas por 30 delas, determinou
uma média de 7,6 e um desvio padrdo de 0,6. Respeitando os niveis de
confianca de 80%, 85%, 90%, 95% e 99%, qual deveria ser, em cada caso, 0
intervalo de médias que poderia ser informado a respeito da totalidade dos
alunos?
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10TESTES DE SIGNIFICANCIA

10.1 INTRODUCAO

A estimacdo de médias ou propor¢des populacionais a partir de
amostras, como ji foi estudado, ndo constitui o principal objeto da
inferéncia estatistica. Na maioria das vezes, o que se busca é comparar
varidveis de grupos distintos e verificar se as diferengas encontradas sao
estatisticamente atribuiveis ao erro amostral, simplesmente. Em outras
palavras, retiradas amostras de duas ou mais populagdes diferentes, em
relacdo a varidvel considerada, estas populacdes podem ser consideradas
indistintas, ou ndo? A realizacdo de experimentos para responder este
tipo de pergunta, é que consiste nos chamados testes de significancia ou
testes de hipdteses como serd visto. Existem duas familias de testes,
genericamente falando: os testes paramétricos e os ndo paramétricos.

10.1.1 TESTES PARAMETRICOS

Testes paramétricos sdo aqueles cujas varidveis sdo do tipo intervalar,
ou seja, podem-se fazer histogramas continuos. S3o dados discretos ou
continuos. A este tipo se contrapdem os dados nominais ou ordinais.
Além disso, as distribui¢des devem ser normais, ou, pelo menos,
consideradas como tais em funcdo do tamanho da amostra ser muito
grande - Teorema do Limite Central. Resumindo, testes paramétricos
sdo aqueles que requerem normalidade e dados intervalares. Serdo vistos
os testes paramétricos do escore z, da razdo ¢ e da razdo F.

10.1.2 TESTES NAO PARAMETRICOS

Quando as condicdes de normalidade ndo sdo satisfeitas - a distribui¢do
¢é assimétrica, por exemplo - ou os dados ndo sdo intervalares, o uso dos
testes paramétricos podem levar a resultados errados. Por isso, foram
desenvolvidos os chamados testes ndo paramétricos que nao requerem
as condi¢des acima e, portanto, ndo ficam por elas limitados.
Apresentam, como inconveniente, um poder mais reduzido da
capacidade de identificar amostras de populagdes distintas. O teste de
significAncia ndo paramétrico mais utilizado € o teste qui-quadrado que
serd apresentado aqui. E importante ressaltar que a distribuicio Qui-
quadrado € paramétrica, embora o teste ndo o seja. Outros testes nao
paramétricos que ndo serdo vistos, mas podem ser encontrados na
bibliografia sdo: teste da mediana, prova exata de Fisher, prova binomial
e provas de Friedman, de Kruskal-Wallis e de Mann-Whitney.
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10.2 TESTE DE HIPOTESES
10.2.1 HIPOTESE NULA

A anilise estatfstica inicia pelo teste da chamada hipétese nula Ho - diz-
se “agd-zero”. A hipdtese nula, também denominada hipétese probanda,
afirma que duas ou mais amostras podem ser consideradas como se
fossem extraidas de uma mesma populagcdo no que concerne a varidvel
considerada. Ela assume que eventuais diferencas entre as amostras sao
decorrentes do erro amostral, ou seja, sdo casuais. Considerando duas
populacdes, com médias g4 e b, a hipdtese nula garante:

Hp = K3

Uma hipétese nula, por exemplo, afirma que as notas dos alunos nado
dependem da renda familiar. Analisa-se amostras, entdo, diferenciadas
por essa caracteristica e procura-se confirmar Ho.

10.2.2 HIPOTESE ALTERNATIVA

Caso a hipétese nula possa ser rejeitada, o que normalmente se procura
provar, pois é quando se encontra uma correlacio, aceita-se a chamada
hipdtese alternativa Ha - diz-se “agi-a”. A hipétese alternativa, também
chamada experimental, significa que as diferencas das varidveis
encontradas nas amostras decorrem de diferencas efetivamente
existentes nas populacdes e ndo sdo frutos do erro amostral. Ha &,
portanto, o complemento de Ho, isto é, ou uma ou outra. Assim a
hipétese alternativa garante:

H1 # M

No exemplo citado anteriormente, significaria concluir que as notas dos
alunos dependem da renda familiar.

10.2.3 NIVEL DE SIGNIFICANCIA

Quando sdo encontradas diferencas entre as varidveis para amostras
diferentes, surge o questionamento se isto €, ou ndo, estatisticamente
significante. Estabelece-se um nivel de significincia ou de confianca
que é a probabilidade de se rejeitar a hipétese nula com seguranca.
Considera-se, entdo, a hip6tese nula falsa sempre que a probabilidade da
diferenca amostral encontrada for menor do que o nivel de significancia
adotado. Assim, define-se zonas ou regides de aceitacdo e rejeicao. Se
superado o valor limite, denominado valor critico, entra-se na regido de
rejeicdo. Em caso contrdrio, aceita-se a hipdtese nula que € a tnica que é
testada.
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O nivel de confianga adotado, normalmente, é de 5% ( ou de 0,05, em
termos probabilisticos). Apenas em casos onde € exigido muito rigor
usa-se 1%. Encontradas diferencas entre as amostras retiradas de duas
populagdes, testa-se a hipétese nula dentro do limite de 0,05, por
exemplo. Se o valor critico for superado, rejeita-se Ho e aceita-se Ha ,
pois somente em 5% dos casos isso poderia ocorrer ao acaso.

10.2.4 TIPOS DE ERROS
ERRO DO TIPO I

Como foi visto, pode-se rejeitar a hipdtese nula mesmo ela sendo
verdadeira, jd que em 5% dos casos as diferencas amostrais podem ser
explicadas pelo acaso e ndo por diferengas populacionais. Comete-se,
nesse caso, um erro do tipo I, ou erro alfa. Este erro deve ser evitado e,
para isso, uma solucdo seria aumentar o nivel de confianga - passar de
0,05 para 0,01. Entdo, a probabilidade de se rejeitar Ho indevidamente
seria reduzida. Infelizmente, isso aumenta a chance de se cometer outro
tipo de erro.

ERRO DO TIPO 1T

O erro do tipo II, ou erro beta, consiste em aceitar a hip6tese nula,
mesmo ela sendo falsa. Quando se adota um nivel de significancia
muito rigoroso para rejeitar Ho , acaba-se atribuindo indevidamente ao
acaso discrepancias exageradas entre as amostras. Deste modo, ao se
procurar evitar o erro do tipo I, aumenta-se o risco de se cometer um
erro do tipo II e vice-versa. Prioriza-se, dentro de certos limites, evitar
erros do tipo I, até porque o erro do tipo II pode ser evitado na forma de
expressar a conclusdo. Diz-se que ndo se pode afirmar em tal nivel de
significincia que a hipdtese nula deva ser rejeitada, ao invés de afirmar
que nesse nivel de significancia a hipétese nula deva ser aceita.

10.3 DISTRIBUICAO DAS DIFERENCAS
10.3.1 DEFINICAO

Imagine-se que se pretenda determinar se duas populacdes, com uma
caracteristica  notoriamente  diferente,  apresentam  resultados
significativamente distintos em relacdo um certo resultado. Por
exemplo: as notas de filhos de pais rigorosos sdo equivalentes aos dos
filhos de pais liberais? Toma-se para cada amostra de uma populagio,
uma amostra para a outra, e determinam-se suas médias. Pode-se, entdo,
encontrar a diferenca entre estas médias. Se este experimento for
repetido para um nimero muito grande de pares de amostras, a
distribui¢do das diferencas entre as médias de cada par, serd, pelo
teorema do limite central, uma distribui¢do normal. A determinag@o do
desvio padrao desta distribuicdo é muito dificil de calcular, como no
caso da distribui¢do das médias amostrais. La, o que se fazia era estimar
o erro padrdo da média a partir de uma amostra. Aqui, o que se fard,
analogamente, é estimar o erro padrdo da diferenca a partir do erro
padrdo das médias do par de amostras das duas populag¢des a analisar.
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10.3.2 ERRO PADRAO DA DIFERENCA

Primeiramente, encontram-se as médias e os desvios padrdes das duas amostras
extraidas das duas populagdes. Para a primeira amostra:

2
— 2 X 2 sz
£ 71 x; ==—

1 i

ol =x?-x] o= 07

n
1
Para a segunda amostra:
2
- 2 ) 2 _ sz
2 X, =
n, n,
— 2 _32 _ 2
O; =X) —X; O, = 0'2
2
n, o
2 72
2 _ _ 2
SZ = 71 §y), = §>
n —
2
Acha-se o erro padrdo da média para cada amostra:
g, g,
1 2
ou
51 S,

Sx¥1 \/’T] S¥2 \/Tz

A partir dos quais estima-se o erro padrao da diferenca, mediante:

_ [.2 2
54= Szt 5%

Se as amostras forem de mesmo tamanho n este valor pode ser
calculado mais facilmente a partir das variancias populacionais, sem que
sejam necessdrias as determinagdes dos desvios padrdes amostrais e
erros padrdes da média, mediante:
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10.4 ESTATISTICA Z
10.4.1 TESTE

A distribuicdo amostral das diferencas entre as médias pode ser
considerada normal a partir de duas amostras suficientemente grandes -
maiores que 30 elementos, para efeitos praticos. Isso permite que seja
utilizada a tabela normal padronizada, mediante a determinagdo do
escore z. Assim, a partir de duas amostras, extraidas de duas populacdes
que se pretenda testar, cujos valores médios, desvios padrdes, erros
padrdes médios e erro padrio da diferenca foram determinados, é
possivel encontrar o escore z, mediante:

7= M=% n>30

54

Com o valor encontrado vai-se a tabela e acha-se a percentagem que
corresponde ao total de diferencas inferiores a ela. Como existe simetria,
deve-se multiplicar essa taxa por dois, achando a percentagem total (%)
de casos cujas médias diferem menos do que o valor encontrado.

Na préatica, determina-se um nivel de significincia de 0,05, que
corresponde na tabela a um valor de 1,96 para z. Se fosse adotado o
nivel de confianga de 0,01, o valor de z seria 2,58. Encontra-se o z pela
féormula acima e se ele superar aquele determinado pelo nivel de
significlncia, rejeita-se a hipdtese nula e aceita-se a hipdtese alternativa.
Caso seja inferior aceita-se a hip6tese nula.

10.4.2 EXEMPLO
SITUACAO

Duas amostragens imagindrias foram extraidas de dois grupos de 50
alunos cada. Na primeira amostra, todos os alunos sdo filhos de pais
que acompanham seus estudos , verificando seus temas, mantendo
didlogo com os professores, etc.. Jd os alunos da segunda amostra tém
pais que os deixam mais a vontade, sem acompanhd-los no dia a dia. A
questdo a ser testada é a seguinte: eventuais diferencas de notas entre
as duas amostras podem ser consideradas casuais, ou devem ser
explicadas pelo modo como os pais tratam uns e outros? Admita que as
notas médias e desvios padroes obtidos sejam os seguintes:

Amostral Amostra 2
média dasnotas —» x; = 7,0 média das notas — x, =6,0
desvio padrio — o, =20 desviopadrio — o0, = 1,5
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SOLUCAO
A hipétese nula é de que as médias das populacdes sejam iguais, isto &,
as notas dos alunos ndo dependam da forma de acompanhamento

académico dos pais.

Primeiro, encontram-se os erros padrdes da média das duas amostras:

()] 2,0
S—, = = =0,286
T Ta—1 J50-1

%2 LS _o214

S~ = =
27 In=1 J50-1

Em seguida, acha-se o erro padrao da diferenca:

s.= A 52+ 52, = (0.286) +(0.214) =0.357

Este valor poderia ser encontrado, diretamente, através de:

2 2 2 2
o, +0

N A A XU
n—1 50-1

Pode-se, agora, encontrar o escore z:

7= X;— X) =7’O_6’0=2,80
5, 0,357

Que, sendo maior que 1,96 garante a rejeicdo da hipétese nula para um
nivel de significancia de 0,05. A hipétese alternativa deve ser aceita, ou
seja, as médias dos alunos assistidos pelos pais sdo melhores do que a
daqueles ndo apoiados. Note-se que para o z acima a tabela indica
49,74%, que multiplicado por dois dd 99,48%. Portanto, em menos de
meio por cento dos casos uma diferenga dessas entre as médias das
amostras poderia ser atribuida ao acaso.

10.5 ESTATISTICA T
10.5.1 PEQUENAS AMOSTRAS

Se o nimero de dados obtidos em cada amostras for inferior a 30, nédo se
pode considerar a distribuicdo das diferengas como normal e a estatistica
z ndo pode ser aplicada. Para amostras pequenas utiliza-se a estatistica ¢,
ou razdo ¢, para realizar os testes, que ainda podem ser chamados ¢ de
Student. E necessério ressaltar que no caso da estatistica z, a
distribui¢cdo da varidvel observada ndo precisava ser normal, porque
pelo teorema do limite central, o fato das amostras serem grandes
assegurava distribuicdo normal para as médias e diferengas. Agora, a
estatistica ¢ de Student exige que a varidvel observacional siga uma
distribui¢do normal.
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Feitas essas ressalvas, calcula-se £, do mesmo modo que se calculava z:

X;— X
(= X=X

o

n <30
54

E existem outras tabela para a estatistica t de Student, para niveis de
significancia 0,05 e 0,01. Nelas entra-se com o niimero de graus de
liberdade ¢ acha-se o valor critico de #¢. Se esse valor #¢ for maior que o
to (valor observado, calculado acima), aceita-se a hipétese nula e em
caso contrério ela € rejeitada em detrimento da hipétese alternativa.

Entdo, resumindo:

Valor observado, calculado pelo método
acima, idéntico ao usado na estatistica z.

Valor critico, encontrado na tabela, a

partir do nivel de significancia desejado e
do nimero de graus de liberdade gl.

0 < 1. Aceita-se a hipdtese nula e rejeita-se a

hipétese alternativa. As diferencas sdo
fruto do erro amostral para este nivel de
significancia.

Rejeita-se hipdtese nula e aceita-se a

hip6tese alternativa. As diferengas ndo
podem ser explicadas pelo erro amostral
para este nivel de significancia.

Os célculos de s4 e de g; vao depender da natureza do problema em
estudo. Se as varidncias das populagdes de onde foram extraidas as
amostras sao iguais ou diferentes, o tratamento € distinto. Além disso, se
os dados forem pareados, ou seja, quando os dados das duas amostras
forem vinculados aos pares, também hd um modo diferente de se
realizar o teste.

10.5.2 DADOS PAREADOS

Quando os dados forem pareados ou pretende-se fazer testes
comparativos em tempos distintos para uma mesma amostra, buscando
identificar mudancas em fungdo de certas condigdes, adota-se este
procedimento. Sempre que for possivel organizar os dados aos pares,
isso deve ser feito, pois reduz diferencas ocasionadas por outras
varidveis que ndo a de estudo. A varidvel tratada estatisticamente passa
a ser a diferenca dos pares nas duas situacdes.

Vale o que foi visto para a estatistica ¢, com o cuidado de se calcular o

desvio padrdo das diferencas o e o erro padrido da diferenca s4, através
das expressoes:
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— 5 o
O'2=A2—A e =

§ = —2
4 ANn—1

Onde 4 ¢ a diferenca para cada um dos n pares de medidas da varidvel.

Como o tamanho da amostra, no cédlculo do nimero de graus de
liberdade para efeitos de utilizacdo da tabela da razdo t, deve ser n, que
€ o tamanho da amostra, tanto antes como depois, pois a amostra € a
mesma:

10.5.3 VARIANCIAS IGUAIS

Quando ndo é conhecida a variancia da populacdo, embora as amostras
possam ser consideradas como se fossem retiradas de uma mesma
populacdo, diz-se que as varidncias s3o as mesmas e as amostras sao
chamadas homocedaésticas. Calcula-se o erro padrdo da diferenca sy,
através de:

Onde § é a estimativa do desvio padrio da populagio a partir das duas
amostras. Ele pode ser calculado a partir de:

2 n10'12+n20'§ (nl—l)s§+(n2—1)s§
§€ = =

n1+n2—2 n1+n2 -2

E o nimero de graus de liberdade, a ser utilizado para que se possa ir a
tabela € calculado através de:

gl=n1+n2—2

A regra prdtica para se admitir que pode ser considerada uma tnica
populacdo e, por conseguinte, adotar-se o método exposto, € que a
relacd@o entre as variancias amostrais seja inferior a quatro.

Se as amostras forem de mesmo tamanho n os valores acima podem ser
calculados mais facilmente, mediante:

2, 2 2,2
o/ +0o sT+s

4= L2 1 2 e gl= 2(n-1)
n—1 n
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10.5.4 VARIANCIAS DIFERENTES

Quando as amostras provém de populacdes que apresentam variincias
desiguais, as amostras sdo heterocedésticas. O critério € que a relacio
entre as varidncias amostrais seja superior a quatro. Calcula-se o erro
padrdo da diferenca através de:

2 2 2 2
nl n2 n1—1 n2—1

E o nimero de graus de liberdade, a ser utilizado para que se possa ir a
tabela é calculado através de:

2 2
2 2 2 2
1,2 °r , %2
l n1 n2 nl—l nZ -1
g =
SZ 2 S2 ? 0'2 ? 0'2 ?
wa 2 1 2
7 n2 n1—1 n2—1
I 1 1 T 1
-4 ny- - =

10.6 ESTATISTICA F

As estatisticas z e ¢ s3o tteis quando se pretende comparar duas médias.
Quando se quer comparar trés ou mais médias independentes, utiliza-se
a razdo F ou estatistica F. Aqui s6 serdo consideradas amostras com o
mesmo tamanho n.

Na pretensdo de comparar R médias, toma-se R amostras de n
elementos. Cada amostra terd sua prépria varidncia o . Pode-se
imaginar uma Unica amostra de varidncia & , contendo todos os
elementos das R amostras. O valor de F observado, também
simbolizado por Fo é dado por:

0
R-1 2
z O'l.

Este valor precisa ser comparado com o valor de F tabelado, o valor
critico Fc. Estas tabelas sao dadas normalmente para o niveis de
significancia 0,05 e 0,01. Como entradas na tabela usam-se os graus de
liberdade gl para o numerador e denominador, definidos por:

N = gl(numerador) =R -1

D = gl(denominador) = R(n—-1)
127



10.7 QUI-QUADRADO
10.7.1 O TESTE QUI-QUADRADO

O teste qui-quadrado € o mais popular dos testes ndo paramétricos. Nele
comparam-se freqiiéncias e ndo médias - como nos testes anteriores. A
hipétese nula estabelece que as freqiiéncias das populacdes ndo diferem
em relacdo a uma propriedade particular. A hipdtese experimental ou
alternativa estabelece que as diferencas nas freqiiéncias amostrais
refletem diferencas que ocorrem nas populacdes.

Também aqui, calcula-se um valor que deve ser comparado com o valor
o . 2 .
critico encontrado numa tabela. O cédlculo do valor observado y, (qui-

quadrado) parte das freqiiéncias esperadas e observadas e é dado por:

(fo-fE)°

2=3
fE

Imagine-se uma situagdo em que se pretenda comparar métodos de
educacdo de criangas e orientagdo politica dos pais. Sob o ponto de vista
de orientag@o politica os pais serdo divididos em conservadores (32),
moderados (30) e liberais (27). Quanto aos métodos educacionais
existirdo trés grupos: permissivos, moderados e autoritdrios. A hipdtese
nula serd de que a freqii€ncia relativa para os diversos métodos
educacionais é a mesma, independentemente da orientagdo politica dos
pais.

Monta-se uma grade, denominada tabela de contingéncia, em que todas
as combinagdes aparecam, onde sdo colocadas as freqiiéncias
encontradas na amostragem. Sdo as freqiiéncias observadas fo da
equagdo acima.

Jo Conservadores | Moderados | Liberais | Totais ( T¢ )
Permissivo 7 9 14 30
Moderado 10 10 8 28
Autoritdrio 15 11 5 31
Totais ( Ty ) 32 30 27 89 (T)

Os valores das freqiiéncias esperadas fr para cada casela sdo obtidos
multiplicando os valores dos totais marginais da linha Ty, e da coluna T¢
e dividindo este resultado pela freqii€ncia total 7. Ou seja:

I; T¢

fe= T

Assim, os valores esperados idealmente no caso da hipétese nula seriam:

fE
10,79 10,11 9,10
10,07 9,44 8,49
11,15 10,45 9,40
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A partir dai, a férmula pode ser calculada passo a passo, como na
seqiiéncia de tabelas abaixo:

(fo-f&)
14,36 1,23 24,01
0 0,31 0,24
14,82 0,30 19,36
Em seguida:
(fo-f&)f
TE
1,33 0,12 2,64
0 0,03 0,03
1,33 0,03 2,06
E finalmente:
2_ v o-1e) _
Xo - Z -
fE

22 =1,3340,12+2,64+0+0,03+
+0,03+1,33+0,03+2,06=7,57

Para se comparar o valor calculado o com o valor critico tabelado g, ¢é

necessdrio saber-se o nimero de graus de liberdade gl que € achado pela

equacdo abaixo a partir do numero de linhas L e de colunas C:
gl=(L-1)(C-1)

Queno caso atual: gl = (3-1)(3-1)=4

E a tabela fornece, para quatro graus de liberdade, um valor critico do

Xc , para o nivel de significancia 0,05, de 9,488, o que conduz a

aceitacdo da hipétese nula, porque:

2,=757< x,=9488
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10.7.2 LIMITACOES DO TESTE QUI-QUADRADO

O teste Qui-quadrado sé pode ser usado em amostras maiores do que 20
elementos e quando elas forem inferiores a 40, todas as freqiiéncias
esperadas devem ser superiores a um.

Como a distribuicdo Qui-quadrado é uma distribuicdo continua e estd
sendo usada em dados discretos devem ser feitas correcdes de
continuidade. A correcdo de Yates € apresentada abaixo.

2
- -0,5
2 _ UfO fE ‘ ’
Xo= 2
fE
Em grandes amostras, a correcdo € desnecessdria € em pequenas
amostras torna-se relevante quando as freqiiéncias esperadas sdo

inferiores a dez. Recomenda-se também a correcdo de Yates quando o
ntimero de graus de liberdade € igual a um.
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10.8 EXERCICIOS

1. Pesquisadores sociais procuraram testar a hipétese de que os jornais lidos pela
classe baixa s@o igualmente “dirigidos” para temas sexuais quanto os lidos
pela classe média. Empregando um “indice de sexualidade”, eles coligiram
dados de uma amostra aleatéria composta de 40 artigos publicados em
revistas de classe média e outra amostra, também aleatdria, com outros 40
artigos publicados em revistas de classe baixa. Enquanto que a amostra da
classe média apresentou uma média de sexualidade igual a 3,0, com um
desvio padrdo de 1,5, a amostra da classe mais baixa apresentou média 4,0 e
desvio padrdo igual a 2,0 (maior escore, maior grau de sexualidade). Com os
dados acima, testar a hipdtese de que nao ha diferenga significativa entre os
conteudos das publicacgdes dirigidas a essas duas classes socio-economicas. O
que € que indicam os seus resultados?

2. Uma amostra de 100 homens indicou um tempo médio de resolu¢do de um
problema de 1190 segundos e desvio padrdo de 90 segundos. Uma amostra de
75 mulheres acusou uma média de 1230 segundos e um desvio padrio de 120
segundos. Fixado o nivel de significincia de 0,05, pode-se admitir que a
média obtida pelas mulheres é superior a dos homens?

3. Dois grupos fizeram exames finais de Estatistica. Um desses grupos recebeu
preparagdo formal para esse exame, enquanto que o outro apenas leu os textos
bésicos, sem, entretanto comparecer as aulas. O primeiro grupo obteve as
notas 2, 2, 3 e 4 enquanto o segundo atingiu 1, 1, 2 e 3. Testar a hipdtese nula
de que ndo ha diferenca significativa entre os dois grupos, no que diz respeito
aos escores. O que os resultados indicam?

4. Um psicélogo clinico, trabalhando com outros colegas no mesmo consultério,
que verificar a diferenca entre duas técnicas terapéuticas de tratamento da
fobia de elevador. Para isso, repartiu 20 pacientes fobicos, de modo aleatdrio,
em dois grupos de dez sujeitos cada um, utilizando duas diferentes técnicas
terapéuticas (A e B). Os dados obtidos representam o nimero de sessdes de
uma hora que foram necessdrias para conseguir que cada paciente usasse 0O
elevador para subir ao 30° andar, sem manifestar sinal de angustia. Os
resultados encontram-se abaixo. Usando 5% de significancia, pode-se
concluir que hé diferengas entre os dois tratamentos?

Terapia A 11 8 6 18 | 10 9 11 7 10 | 11

Terapia B 3 11 6 8 11 2 7 4 5 12

5. Testar, para as significancias de 95% e 99%, a diferenca entre as médias de
cada um dos pares de amostras abaixo:

a) Amostral: 8,3,1,7,7,6,8
Amostra2: 1,5,8,3,2,1,2

b) Amostral: 6,6,8,7,5,4,8,7,7
Amostra?2: 6,5,7,7,3,3,5,6,3

¢) Amostra 1: 15,18,12,17,19
Amostra2: 10,11, 12, 10, 10

d) Amostral: 1,1,2,3,3
Amostra?2: 2,2,4,2,2

s
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e) Amostral: 5,7,7,3,6,5,4,6,7

Amostra2: 10,7,9,9,7,8

f) Amostral: 3,6,4,2,1
Amostra2: 7,8,8,9,9,6,5

g) Amostral: 10,4,1,2,4,8,3,5
Amostra 2: 10, 10, 8, 7

Antes e depois de assistirem a um filme, cujo objetivo era aliviar a
discriminacdo contra grupos minoritdrios, seis estudantes foram testados. A
varidvel observacional era a “atitude para com judeus”’, e quanto maiores
fossem os escores, mais favoraveis seriam as atitudes. Com os dados abaixo,
testar a hipétese de que , com relagdo as “atitudes”, o filme ndo exerceu a
menor influéncia sobre os estudantes.

Estudantes A B C D E F
Antes 2 2 4 6 7 5
Depois 4 5 3 8 9 8

Testar a significincia da diferenca entre as médias, numa situacdo do tipo
“antes/depois”, com os seguintes escores componentes de amostras aleatdrias:

a)

Respondente
Antes
Depois

W[
o
W
SSIFN !

b)

Respondente A B C
Antes
Depois 3 4 9

(@)}
<

Nas seguintes amostras aleatdrias de classe social, testar a hipétese nula de
que a “camaradagem entre vizinhos” ndo varia com a classe social (quanto
maior o escore, maior a camaradagem).

Classe Baixa Classe Operdria Classe Média Classe Alta
8 7 6 5
4 3 5 2
7 2 5 1
8 8 4 3

Testar se as diferencas entre as médias das seguintes amostras sdo

significantes:

a) Amostra 1:
Amostra 2:
Amostra 3:

b) Amostra 1:
Amostra 2:
Amostra 3:




10.

12.

13.

¢) Amostra 1: 5,5,4,3,6
Amostra 2: 4,3,2,2,1
Amostra 3: 3,5,1,3,3

d) Amostra 1: 1,1,3,4,2, 1
Amostra 2: 3,2,2,1,5,5
Amostra 3: 4,4,2,2,3,3
Amostra 4: 6,6,5,5,4,6

s Uy Jy Jy Ty

Amostras aleatérias de homens e de mulheres foram feitas quanto ao vicio do
cigarro. Descobriu-se que de 29 homens, 15 eram fumantes e que de 30
mulheres, 20 tinham o habito de fumar. Teste a hipdtese nula de que a

freqiiéncia relativa de homens e mulheres fumantes ¢ a mesma. O que
indicam os resultados?

. Dois grupos de estudantes fizeram exames finais de Estatistica. Somente um

grupo recebeu preparacdo formal para o exame; o outro leu o texto
recomendado, mas nunca compareceu as aulas. Enquanto que 22 dos 30
membros do grupo de freqiientadores passaram no exame, apenas 10 dos 28
do outro grupo lograram éxito. Teste a hipdtese nula de que os resultados nao
sdo significativamente diferentes.

Afirma-se que certa droga € eficiente na cura de resfriados. Numa experiéncia
com 164 pessoas a droga foi dada a metade delas e a outra metade foi dado
um placebo. As reagdes dos pacientes ao tratamento estdo apresentadas
abaixo. Com 5% de significancia pode-se concluir que a rea¢do depende do
tratamento aplicado?

Ajudou Prejudicou Sem efeito
Droga 50 10 22
Placebo 44 12 26

Faca testes qui-quadrado para os problemas abaixo:

a)
Candidato A Candidato B Candidato C
Regido Sul 20 17 5
Regido Centro 15 16 16
Regido Norte 4 14 18
b)
Juiz Juiza
Candidata A 25 6
Candidata B 19 10
Candidata C 15 15
Candidata D 8 20
9]
Produto A Produto B Produto C
Jjovens 8 10 15
velhos 12 10 9
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APENDICE TABELAS

As tabelas a seguir servem de apoio na resolucdo de problemas. Em
livros especializados elas podem ser encontradas em maior niimero e em
maiores detalhes. Estdo reunidas as seguintes estatisticas paramétricas:
distribui¢do normal reduzida ( estatistica z), a distribuicdo ¢ de Student (
estatistica #) e a estatistica de Fisher-Snedecor (estatistica f). A tnica
estatistica ndo paramétrica apresentada € a distribui¢do qui-quadrado.

A. ESTATISTICA Z

A distribui¢cdo normal reduzida assume uma média da populagdo igual a
zero (4= 0) e tanto varidncia como desvio padrdo iguais a um (d=1e
o= 1). Na forma de representagdo da curva normal N(t &), portanto,
fica sendo N(0,1).

A tabela indica a percentagem da area que fica entre a média e o valor
de z, que € o valor de entrada na tabela. Como a tabela € simétrica, para
valores negativos de z os percentuais sdo idénticos aos correspondentes
positivos, significando apenas que se localizam a esquerda e ndo a
direita da média.

A procura na tabela faz-se encontrando na coluna até o casa decimal de

z e na linha a casa centesimal. No ponto de encontro estd indicada a
percentagem da drea entre a média e aquele valor de z.

% na tabela
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DISTRIBUICAO NORMAL REDUZIDA
ESTATISTICA Z

N(0,1)

X,X0

X,X1

X,X2

X,X3

X,X4

X,X5

X,X6

X,X7

X,X8

X,X9

0,0X

0,000

0,399

0,798

1,197

1,595

1,994

2,392

2,790

3,188

3,586

0,0X

0,1X

3,983

4,380

4,776

5,172

5,567

5,962

6,356

6,750

7,142

7,535

0,1X

0,2X

7,926

8,317

8,706

9,095

9,484

9,871

10,257

10,642

11,026

11,409

0,2X

0,3X

11,791

12,172

12,552

12,930

13,307

13,683

14,058

14,431

14,803

15,173

0,3X

0,4X

15,542

15,910

16,275

16,640

17,003

17,365

17,724

18,082

18,439

18,793

0,4X

0,5X

19,146

19,497

19,847

20,194

20,540

20,884

21,226

21,566

21,904

22,241

0,5X

0,6X

22,575

22,907

23,237

23,565

23,891

24,215

24,537

24,857

25,175

25,490

0,6X

0,7X

25,804

26,115

26,424

26,731

27,035

27,337

27,637

27,935

28,231

28,524

0,7X

0,8X

28,815

29,103

29,389

29,673

29,955

30,234

30,511

30,785

31,057

31,327

0,8X

0,9X

31,594

31,859

32,121

32,381

32,639

32,894

33,147

33,398

33,646

33,891

0,9X

1,0X

34,135

34,357

34,614

34,850

35,083

35,314

35,543

35,749

35,993

36,214

1,0X

1LIX

36,433

36,650

36,864

37,076

37,286

37,493

37,698

37,900

38,100

38,298

1,IX

12X

38,493

38,686

38,877

39,065

39,251

39,435

39,616

39,796

39,973

40,148

1,2X

1,3X

40,319

40,490

40,658

40,824

40,988

41,149

41,309

41,466

41,621

41,774

1,3X

14X

41,924

42,073

42,220

42,364

42,507

42,647

42,786

42,922

43,056

43,189

1,4X

1,5X

43,319

43,478

43,574

43,699

43,822

43,943

44,062

44,179

44,295

44,408

1,5X

1,6X

44,520

44,630

44,738

44,845

44,950

45,053

45,154

45,254

45,352

45,449

1,6X

1,7X

45,544

45,637

45,728

45,819

45,907

45,994

46,080

46,164

46,246

46,328

1,7X

1,8X

46,407

46,485

46,562

46,638

46,712

46,784

46,856

46,926

46,995

47,062

1,8X

1,9X

47,128

47,193

47,257

47,320

47,381

47,441

47,500

47,558

47,615

47,671

1,9X

2,0X

47,725

47,778

47,831

47,882

47,933

47,982

48,030

48,077

48,124

48,169

2,0X

21X

48,214

48,257

48,300

48,341

48,382

48,422

48,461

48,500

48,537

48,574

2,1X

2,2X

48,610

48,648

48,679

48,713

48,746

48,778

48,809

48,840

48,870

48,899

2,2X

2,3X

48,928

48,956

48,983

49,010

49,036

49,061

49,086

49,111

49,134

49,158

2,3X

24X

49,180

49,202

49,224

49,245

49,266

49,286

49,305

49,324

49,343

49,361

2,4X

2,5X

49,379

49,396

49,413

49,430

49,446

49,461

49,477

49,492

49,506

49,520

2,5X

2,6X

49,534

49,547

49,560

49,573

49,586

49,598

49,609

49,621

49,632

49,643

2,6X

27X

49,653

49,664

49,674

49,683

49,693

49,702

49,711

49,720

49,728

49,767

2,7X

2,8X

49,745

49,752

49,760

49,767

49,774

49,781

49,788

49,795

49,801

49,807

2,8X

2,9X

49,813

48,819

49,825

49,831

49,836

49,841

49,846

49,851

49,856

49,861

2,9X

3,0X

49,865

49,869

49,874

49,878

49,882

49,886

49,889

49,893

49,897

49,900

3,0X

3,1X

49,903

49,906

49,910

49,913

49,916

49,918

49,921

49,924

49,926

49,929

3,1X

32X

49,931

49,934

49,936

49,938

49,940

49,942

49,944

49,946

49,948

49,950

32X

3,3X

49,952

49,953

49,955

49,957

49,958

49,960

49,961

49,962

49,964

49,965

3,3X

34X

49,966

49,968

49,969

49,970

49,971

49,972

49,973

49,974

49,975

49,976

34X

3,5X

49,977

49,978

49,978

49,979

49,980

49,981

49,982

49,982

49,983

49,984

3,5X

3,6X

49,984

49,985

49,985

49,986

49,986

49,987

49,987

49,988

49,988

49,989

3,6X

3,7X

49,989

49,990

49,990

49,990

49,991

49,991

49,992

49,992

49,992

49,993

37X

3,8X

49,993

49,993

49,993

49,994

49,994

49,994

49,994

49,995

49,995

49,995

3,8X

3,9X

49,995

49,995

49,996

49,996

49,996

49,996

49,996

49,996

49,997

49,997

3,9X

4,0X

49,997

49,997

49,997

49,997

49,997

49,997

49,998

49,998

49,998

49,998

4,0X

X, X0

X,X1

X,X2

X,X3

X, X4

X,X5

X,X6

X, X7

X, X8

X, X9
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B. ESTATISTICA T

A tabela da distribui¢do ¢ de Student fornece o valor critico fc para
vérios niveis de significancia. Este valor indica o limite a partir do qual
existe uma probabilidade, dada pelo nivel de significancia, de que dois
valores ndo sejam origindrios de uma mesma populagdo.

A tabela, aqui, é fornecida para os niveis de significancia 0,01, 0,05,
0,10 e 0,20, indicando que em 1%, 5%, 10% e 20% dos casos,
respectivamente, as duas amostras podem ndo ser oriundas de uma
mesma populacdo, a despeito do valor observado para fo ser inferior ao
valor critico fc encontrado na tabela. Em outras palavras, para duas
amostras para as quais foi encontrado um valor de fo menor que o valor
critico fc tabelado, em cada um dos casos, em 99%, 95%, 90% e 80%
das vezes elas provém de uma mesma populagdo.

% (nivel de significincia)

tc tc

A tabela fornece o valor critico fc para cada célula ou casela definida
pela coluna do nivel de significancia escolhido e pela linha
correspondente ao nimero de graus de liberdade gl, calculado através de
uma das formas abaixo, onde n, n; € n, sdo os tamanhos das amostras:

DADOS PAREADOS
gl=n-1
ANTES / DEPOIS

VARIANCIAS IGUAIS

HOMOCEDASTICAS
2 2
~ 2 2 2
VARIANCIAS 1.%2 °r . o
DIFERENTES n, " n n 1" n,~1
gl: =
2 2 2 2
sl (2] [ 7
1 5 nl—l ”2_1
HETEROCEDASTICAS n -1 +n2—1 n -1 * n, -1
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DISTRIBUICAO “t” DE STUDENT

NIVEL DE SIGNIFICANCIA
gl 0,20 (20%) 0,10 (10%) 0,05 (5%) 0,01 (1%) gl
1 3,0777 6,3137 12,7062 63,6559 1
2 1,8856 2,9200 4,3027 9,9250 2
3 1,6377 2,3534 3,1824 5,8408 3
4 1,5332 2,1318 2,7765 4,6041 4
5 1,4759 2,0150 2,5706 4,0321 5
6 1,4398 1,9432 2,4469 3,7074 6
7 1,4149 1,8946 2,3646 3,4995 7
8 1,3968 1,8595 2,3060 3,3554 8
9 1,3830 1,8331 2,2622 3,2498 9
10 1,3722 1,8125 2,2281 3,1693 10
11 1,3634 1,7952 2,2010 3,1058 11
12 1,3562 1,7823 2,1788 3,0545 12
13 1,3502 1,7709 2,1604 3,0123 13
14 1,3450 1,7613 2,1448 2,9768 14
15 1,3406 1,7531 2,1315 2,9467 15
16 1,3368 1,7459 2,1199 2,9208 16
17 1,3334 1,7396 2,1098 2,8982 17
18 1,3304 1,7341 2,1009 2,8784 18
19 1,3277 1,7291 2,0930 2,8609 19
20 1,3253 1,7247 2,0860 2,8453 20
21 1,3232 1,7207 2,0796 2,8314 21
22 1,3212 1,7171 2,0739 2,8188 22
23 1,3195 1,7139 2,0687 2,8073 23
24 1,3178 1,7109 2,0639 2,7970 24
25 1,3163 1,7081 2,0595 2,7874 25
26 1,3150 1,7056 2,0555 2,7787 26
27 1,3137 1,7033 2,0518 2,7707 27
28 1,3125 1,7011 2,0484 2,7633 28
29 1,3114 1,6991 2,0452 2,7564 29
30 1,3104 1,6973 2,0423 2,7500 30
35 1,3062 1,6896 2,0301 2,7238 35
40 1,3031 1,6839 2,0211 2,7045 40
45 1,3007 1,6794 2,0141 2,6896 45
50 1,2987 1,6759 2,0086 2,6778 50
60 1,2958 1,6706 2,0003 2,6603 60
70 1,2938 1,6669 1,9944 2,6479 70
80 1,2922 1,6641 1,9901 2,6387 80
90 1,2910 1,6620 1,9867 2,6316 90
100 1,2901 1,6602 1,9840 2,6259 100
1000 1,2824 1,6464 1,9623 2,5807 1000
gl 0,20 (20%) 0,10 (10%) 0,05 (5%) 0,01 (1%) gl
NIVEL DE SIGNIFICANCIA
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C. ESTATISTICA F

Cada tabela da distribuicdo F de Fisher-Snedecor fornece os valores
criticos Fc para um nivel de significancia, em funcdo dos graus de
liberdade do numerador (caracteriza a coluna) e do denominador
(caracteriza a linha). Se a estatistica F pretende comparar as médias de
R amostras de tamanho n, estes graus de liberdades sdo dados por:

N = gl(numerador) = R—1
D = gl(denominador)=R(n—1)

Para cada um dos niveis de significancia, aqui de 0,01, 0,05, ¢ 0,10, é
fornecida uma tabela, indicando que em 1%, 5%, ¢ 10% dos casos,
respectivamente, as R amostras podem nio ser oriundas de uma mesma
populagdo, a despeito do valor observado para Fo ser inferior ao valor
critico Fc encontrado na tabela. Em outras palavras, para R amostras
para as quais foi encontrado um valor de Fo menor que o valor critico
Fc tabelado, em cada um dos casos, em 99%, 95%, e 90% das vezes
elas provém de uma mesma populagao.

% (nivel de significincia)
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D. QUI-QUADRADO 2

A tabela da distribuicio 3 qui-quadrado fornece o valor critico .° para
vérios niveis de significancia. Este valor indica o limite a partir do qual
existe uma probabilidade, dada pelo nivel de significincia, de que as
amostras ndo sejam origindrios de uma mesma populacdo.

A tabela, aqui, é fornecida para os niveis de significancia 0,01, 0,05,
0,10 e 0,20, indicando que em 1%, 5%, 10% e 20% dos casos,
respectivamente, as amostras podem ndo ser oriundas de uma mesma
populagdo, a despeito do valor observado para ;(02 ser inferior ao valor
critico Zczencontrado na tabela. Em outras palavras, para duas amostras
para as quais foi encontrado um valor de ¥,° menor que o valor critico
ZCZ tabelado, em cada um dos casos, em 99%, 95%, 90% e 80% das
vezes elas provém de uma mesma populacio.

% (nivel de significincia)

|
Xc2

A tabela fornece o valor critico g° para cada célula ou casela definida
pela coluna do nivel de significincia escolhido e pela linha
correspondente ao nimero de graus de liberdade dado por:

gl=(L-1)(C-1)

Onde L e C sao o niimero de linhas e colunas, respectivamente, da grade
do teste qui-quadrado.
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DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

%)

NIVEL DE SIGNIFICANCIA
al 0,20 20%) | 0,10(10%) | 0,05(5%) 0,01 (1%) gl
1 1,6424 2,7055 3,8415 6,6349 1
2 3,2189 4,6052 5,9915 9,2104 2
3 4,6416 6,2514 7,8147 11,3449 3
4 5,9886 7,7794 9,4877 13,2767 4
5 7,2893 9,2363 11,0705 15,0863 5
6 8,5581 10,6446 12,5916 16,8119 6
7 9,8032 12,0170 14,0671 18,4753 7
8 11,0301 13,3616 15,5073 20,0902 8
9 12,2421 14,6837 16,9190 21,6660 9
10 13,4420 15,9872 18,3070 23,2093 10
11 14,6314 17,2750 19,6752 24,7250 11
12 15,8120 18,5493 21,0261 26,2170 12
13 16,9848 19,8119 22,3620 27,6882 13
14 18,1508 21,0641 23,6848 29,1412 14
15 19,3107 22,3071 24,9958 30,5780 15
16 20,4651 23,5418 26,2962 31,9999 16
17 21,6146 24,7690 27,5871 33,4087 17
18 22,7595 25,9894 28,8693 34,8052 18
19 23,9004 27,2036 30,1435 36,1908 19
20 25,0375 28,4120 31,4104 37,5663 20
21 26,1711 29,6151 32,6706 38,9322 21
22 27,3015 30,8133 33,9245 40,2894 22
23 28,4288 32,0069 35,1725 41,6383 23
24 29,5533 33,1962 36,4150 42,9798 24
25 30,6752 34,3816 37,6525 44,3140 25
26 31,7496 35,5632 38,8851 45,6416 26
27 32,9117 36,7412 40,1133 46,9628 27
28 34,0266 37,9159 41,3372 48,2782 28
29 35,1394 39,0875 42,5569 49,5878 29
30 36,2502 40,2560 43,7730 50,8922 30
35 41,7780 46,0588 49,8018 57,3420 35
40 47,2685 51,8050 55,7585 63,6908 40
al 0,20 20%) | 0,10(10%) | 0,05(5%) 0,01 (1%) gl
NIVEL DE SIGNIFICANCIA
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